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بقلم أ.د. عاصم ضیف 


لایسع القارئ لکتاب الدكتور بحدي الطويل الا أن بندهش من هذا ا حھود العظیم الذي قام 

به في تألیف هذا الکتاب IT D‏ رائدة وفريدة في هذا ا حال لأنه أول کتاب باللغفة 

العربية يحيط بالعلم هذه الاحاطة الكاملة . والمؤلف بلك بلي مطلب التعریب ویستجیب لااو ری 

ترجمة العلم لكي يصير عربیا فیدحل في نسیج الثقافة العربية لكي تعم فائدته الحقيقية . ویتضح منذ 

الوهلة الأولى أن الولف بذل محهوداً کبیرا في ترجمة المصطلحات العلمية الغربية بحیٹ تعبر عن العنی 

بوضوح كامل ؛ كما نحت مصطلحات أسوة بالنحت الغربي .. ولم يكن واردا هذا من قبل um‏ 
المصطلحات الغلسة , 


وبحانب تصدي الكاتب ب للموضوع بأسلوب بارع وعرض مشوق ومعالحة ممتازة للعلم ؛ فان 
الكتاب َي بالأمثلة والمسائل حتى يساعد القارئ على تخل الموضوع .. وهو بذلك يتفوق على كثير 
من الکتب الغربية ای تمل te,‏ یحاول فیها عفرده ما یعرضه للفشل لي الفهم + ولکن ما Op‏ 
الولف يرسم للقاری أسلوب ا حل كي تتضح الرژیا الإثبات العلمي وجوانبه للقارئ ثم هو يجمع 
EE os add‏ الفسرل uy‏ لا فما بحا 

وينقسم الکتاب إلى مسة أبواب يبدأ من التعريفات الأولية وهي الطريقة الفضلة لدى الكثير 
من الریاضیین بدلا من البدء بالعادلات الخطية مباشرة ما یسهل للقاری تتبع الوضوع فیما بيد 
التعرف على القومات الأساسية لعلم الصفوفات . ویعرض هذا الباب للدوال القياسية مشبل الأثر 
واحددة والقیاس ويعد هذا الباب مرجعا في حد ذاته . ويتناول الباب الثاني نظرية العادلات الخطية 
وطرق حلها سواء الطرق الباشرة أو التكرارية ء وهو باب شامل لأنه ألم يجميع الطرق المهمة وقلما 
قارف میا اھ شع اتمه وھ کا رها و مت 


۷1 تقديم 
القارئ حتماً بابدول البسیط الذي رسمه المؤلف له لیساعده على تتبع الحالة الي تهم القاری . أما 
الباب الثالث الخاص بالقيم الذاتية لمصفوفة فهو في اعتقادنا آهم باب في الكتاب ؛ فهو شامل وواف 
عن الموضوع لأنه تقدمة للأجزاء الي تليه خصوصاً أن المؤلف ضمنه طرقاً عددية لا فقط الدراسة 
النظرية وهو في رأينا أهم أبواب الكتاب . ويعرض الباب الرابع للدوال المصفوفية بجميع صورها 
وأنواعها UM‏ كاف اه اعا نات PIT‏ لأن القارئ سیجدہ وافياً نافعاً إذا al‏ حساب 
أي دالة حبریة أو متسامية لمصفوفة » وقلیل جداً من الکتب الغربية الق تسهب في هذ الموضوع 
لصعوبته .. ولكن المؤلف تصدى له بطريقتين سواء الاستقطار أو X Jai‏ هاملتون - كايلي بحیسٹ لا 
نتصور أي دالة لمصفوفة لا يمكن الحصول عليها .عنتهی السهولة . أما الباب الأخير فهو نهاية الأرب 
حيث تتضح الطرق السابقة في معالحة مسائل بعينها أهمها المعادلات التفاضلية سواء بالمعاملات الثابتة 
والتغيرة والصور الشائعة منها ودقة ا حلول العددية . وهناك تطبیقات أخری لا تنتهي لنظرية 
الصفوفات .. لذلك كنا نرجو أن يسهب الولف في تتبم التطبیقات المختلفة كي يكون الکتاب مفيدا 
جداً للمهندسین والتطبيقيين وهو مطلب طموح كي يفي الکتاب بالأغراض المتنوعة للقسراء ذوي 
الابحاهات المختلفة . 

وق of ul,‏ کتاب الدکتور دي الطویل سیسعد a‏ ابحمة وسعدت جدا لطالعته 
ومن ال كد أنه سیظل هو الرجع الأساسي للعلم باللغة العربية لسنین طويلة وزادا للقارئ الیم 
بتطبیقات الصفوفات المتنوعة وهو يملا فراغاً في المكتبة العربية ال طالا احتاحت إليه . 
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هذا الکتاب هو ثمرة غرس طيب منذ دخول المؤلف كلية افندسة - جامعة القاهرة . في 
البداية كانت مهارات فك ا حدد مع أستاذنا الدکتور فواد رحب .. ثم مادة الصفوفات بعمقها مع 
الأستاذ الدکتور عاصم ضیف والذي خدم المكتبة العالية بکتابه المتع الغزير Advanced Ma!rix‏ 
Theory for Scientists and Engineers‏ و الذي كان يؤلفها نذاك و eram‏ بروفاته کمادة علمية لمادة 
١‏ الصفوفات المتقدمة " الق درستها منفردا في الدراسات العلیا عام ۱۹۸۱ .. ویالھا مسن متعة أن 
dc‏ الف من E‏ ار مار غرت .. وتزامن مع هذا التاريخ تلمذتي على يد الأستاذ الدكتور 
TS‏ رزه ها ا لس لی عا و ق ضات EM‏ هو 
الرئیس مجلس القسم .. هذه الصحبة من الأساتذة الکبار حببتنا في العلم بشکل عام وفي التحليل 
العددي والمصفوفات بشكل خاص وجعلت لنا في المصفوفات 0 2 تکاد تكون 
فطرية تحرج كنوزها الدقینة عند حل المشاكل الرياضية بشکل عام . وأحمسل فسولاء السرواد في 
تخصصاتهم عرفانا لا ينقطع بابحمیل .. وتكون من دواعي سروري الدائم تذكرهم لي .. فمابالك 
بالتمتم بدفء آبونهم و آحوتهم الحانية . ۱ 

من يوم أن تعرفت على الصفوفات شغفت بها وأصبح ها عندي فهرست منظم من الواضیع 
والأسئلة والتمارین أعانتي کثیراً على التعامل معها في قاعات الدرس وأنا آتدرج في سلم الرقي مسن 
معيد إلى أستاذ .. وقد نما هذا الكتاب من مذكرة إلى باب في كتاب شامل يحتوي على مواضيع 
متعددة في الرياضيات بالمشاركة مع زملاء آخرين .. إلى أن أصبح کتابا منفردا يتقسسم إلى أبسواب 
وفصول .. وقد عانيت في تأليفه الكثير لأني وضعت له نظرة عامة كان يحب علي أن ألتزم بها 
وتتلحص في التدر ج مع القاری من أيسر الفاهیم لن eas fus‏ الات مناسبا .. ولكن لن أحده كذلك 
مستقبلاً .. وذلك oV‏ علم الصفوفات مازال به الكثير TA‏ الذي لم يتم تناوله في هذا الكتاب .. 
ولکن يجب أن يكون لنا سقفا ما .. ناهيك أن يكون لنا أرضاً نقف علیها .. وهو QUU‏ کتساب 
متوسط الستوی یمکن الاستعانة به في مقرر لطلبة کلیات العلوم والهندسة .. وأحياناً لطلبة الدر اسات 


vii‏ مقدمة المؤلف 


العليا في بعض التحصصات المندسية ال Y‏ تتطلب عمقاً واسعاً - آوسم من d eu‏ الکتساب - في 
مادة الصفوفات وتطبیقاتها التشعبة .. ولذلك فالأبواب الثلائة الأولى من الکتاب بهسا تفصیلات 
كثيرة وتمرينات حلولة متعددة وبعض السائل في نهاية کل باب حتی تصل بالقارئ المبتدئ إلى 
الستوى التقيي الطلوب في هذه المادة .. ثم يأتي الباب الرابع لیناسب طالب الستوی التقدم وطالب 
الدراسات العلیا ‏ بعض التحصصات افندسية والعلمية .. والباب الأخير هو باب التطبیقات المختلفة 
لعلم الصفوفات .. وقد راعیت فيه التنوع حتی یناسب أنواغاً من القراء بين رسسوهات الحاسب 
Computer Graphics‏ وحل نظم من العادلات غير الخطية . 

ولقد حاولت of‏ أقدم ال ڑجمة المعبرة عن الفهوم الإنحليزي دون تأثر.عن سبق من المؤلفين 
والترجمین - والأعمال في هذا قليلة حدا مع الأسف - ولذلك فهناك بعض ا حیود عما هو شائم .. 
وهو حيود مقضود حتى تتعدد ألفاظ الرجمة ويبقى منها ماهو أصلح وأشمل وأيسر .. فمثلاً كلمة 
Singular Matrix‏ ترجمت ف بعض المراجع على أنها مصفوفة منفردة وهذا لا أميل إليه وأميل إلى 
استعمال مصفوفة شاذة .. كذلك Unitary Matrix‏ ترجمتها إلى مصفوفة وحدوية تييزاً ماعن 
مصفوفة الوحدة E Unity Matrix‏ امف النحت العربي لأترجم النحت الإنحليزي 
Orthonormal‏ إلى مت وحمدة .. أي متحهات الوحدة التعامدة .. وهو لفظ يبدو غريب الاسستعمال 
في البداية رلك اند أيسر فى الاستخدام من الثلاث كلمات الق ينحتها .. ويمكن استعمال " ومد 


المتجهات الآتية " أي إحعلها متجهات وحدة متعامدة » وطريقة حرام - شميدت في " الوحمدة 
وهكذا يمكن التصرف في الكلمة لتؤدي المعنى في المكان الذي تشغله .. على كل أرحو أن يقبل 
القارئ ذلك مین بصدر رحب وألا يعادي اللفظ لغرابته .. ومازال الأمر مفتوحاً في ترجمة العلوم إلى 
العربية وأن نتفق على ما اتفقنا عليه یر لنا من الاعتلاف على القليل الشاذ حتی تسود ترجمة بعينها 
تكون هي الأيسر على اللسان والأقرب لصحة اللغة والأشمل للمعنى . 

من المساعدات الكثير لإحراج هذا العمل على صورته هذه . . ولا أستطيع أن أكفي الدكتور سسعيد 
سیف الدین - زميلي الفاضل وصديقي العزیز - شکرا على حسن صنیعه بهذا الکتاب كابة ومناقشة .” 
وتصرفا حسنا تن ولولاه ما حرج هذا الکتاب هده الصورة . 


ix الصفوفات‎ 
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وهاهي الطبعة الثانية بين يدي القاری بعد أن تم تصويب الأخطاء اليسيرة الي وحدناها أثناء 
تدریسه .. ولقد PY‏ الكتاب قبولاً uns‏ لدى الباحثين والدارسين في الدراسات العليا ودراسات 
البكالوريوس وأحمد الله على ذلك وأرجو أن أتمكن قریبا من زيادة أبوابه وإضافة الكثير من التمارین 
إليه وإني لأشكر القارئ الذي يتصل بي ا من أجل النقد البناء الذي يجعل فائدة هذا الكتاب 
كثمرة شهية في وقت ا حصاد . 


أ. د. جدي الطويل 
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المصفوفات - د. مجدي الطويل 1 





في هذا الباب نقدم تعریفاً (أرجو أن يكون وافياً) لكل الأساسيات ال نحتاجها لسبر أغوار 
علم الصفوفات Matrices‏ وهو علم قائم بذاته وله نتائجه الي تميزه عن بقية العلوم .. فالمصفوفة ضا 
دور هام في حل المعادلات الخطية Linear Equations‏ (وغير الخطية) € ولذلك يجب أن نستکشف 
المعكوس Inverse‏ والدر جة Rank‏ وأن نحدد المقاييس Norms‏ الي تخص المصفوفة والتجه Vector‏ « 
وعلینا أن نعرف أنواعا من المضفوفات تلعب دور هاما في التحلیل وبالأخض المصفوفات à EG‏ 
Symmetric Matrices‏ والمصفوفات ا یرمیتیة Hermitian Matrices‏ وعلينا أن نحلل خواص ما n‏ 
بالحددات Determinants‏ وعملیات الضرب البينية Inner. Product‏ ومواضيع أخرى كثيرة 
نستخدمها في هذا الباب . . وعلی القاری أن يبذل بحهوودا طيباً في ذ فهم الوضو £ وحل التمارین في 
آخر الباب حتی يمهد نفسه .ععلومات قيمة هي الأساس ما یتلوه من أبواب . 


A MATRIX DEFINITION تعر یف الصفو فة‎ ١-١ 


یوحد أكثر من طريقة لتعريف المصفوفة .. أسهل هذه التعاریف هي ما وجدته في [, Wylie‏ 
1975[ حیث لا يعتمد على خلفية من علم ابر ا خطي Linear Algebra‏ : 
تعريف المصفوفة : 
ی ازيم زور نه عن فك ايل يساك 
تنتمي إلى حقل ما Field‏ في m‏ من الصفوف Rows‏ و n‏ مسن 
الأعمدة Columns‏ وعادة ما تكتب المصفوفة بالحروف الكبيرة 


: فمثلا‎ .. Capital Letters 


2 مقدمة في الصفوفات 





M راسد‎ Mi كينا مسین‎ pli quis M 
a Vector وعادة ما تطلق التسمية‎ « Coulinn مج ری‎ 






T :‏ الأعمدة مع عدد الصفوف e = n)‏ فان 
ا تھی با às‏ رفسة الربعسة ps a Square Matrix‏ | 
2a ۲‏ - ) في المصفوفة المربعة بالقطر الرئيسي 
Principal Diagonal ûr Diagonal‏ . 





BASICS آساسیات‎ ۲-۱ 
Unity Matrix I مصفوفة الوحدة‎ ۱-۲-۱ 


E A‏ ی غير القطرية فتکون 
أصفاراً .. أي t of‏ 


7-21 , 





الصفوفات 


وهکذا è‏ كذلك فان التجه : 
f 1‏ 0 
0 1 1 
في الصفوفة الثنائية تسى بالتجهات الأوليسة Elementary Vectors‏ للفراغ الثنائي Two‏ 
Dimensional Space‏ . وأيضا تسمی التجهات : 
1 0 


t 0‏ 1 او 
0 0 1 


بالمتجهات الأولية في الفراغ الثلاني الأبعاد Three Dimensional Space‏ . وعلی ذلك فالتجه : 


nxl 
ابر‎ am, وهو فراع لا عکن‎ n Dimensional Space الفراغ ذي ور من الأبعاد‎ à هو متجه أولي‎ 
T . احرد ويلعب دورا هاما في التحلیل الرياضي بشکل عام‎ 
إلا آننا نحد آنفسنا مضطرین لذکر خواص هامة‎ c ورغم آننا لم نعرف بعد ضرب الصفوفات‎ 
l : لمصفوفة الوحدة كالآتي‎ 


1544 A A in xI 


nxn nxm T nxm 7 mxm 


Null Matrix or Zero Matrix O & فر‎ 


۲-۲-۱ الصفو فة 1 


وهي الصفوفة الى عناصرها أصفارا .. أي أن : 





a, =0 ۲ Vij 


: ومن أهم حواصها الاتي‎ 
Onn A, gU — 0 9 AnxiOtxn = On à 
A + 0 =Á 


Man mxn mx 


A-A-20‏ جه 





E تعریف عملیات الضرب » الجمع والطر ح في الصفوفات‎ ET 


4 مقدمة في الصفوفات 


Inverse Matrix معکوس المصفوفة‎ ۳-۲-۱ 


وهي مصفوفة مستنتجة من 4 ويرمز لما بالرمز AT!‏ .. الصفوفة الستطيلة یکون لها 
مصفوفتان عکسیتان E‏ واحدة من اليمين وتسمی العکوس Right Inverse A, AN‏ وتحقق الاتي : 


aS ius‏ نا 


mxn 
: و تحقق الاتي‎ Left Inverse 4, وواحدة من الیسار وتسمی العکوس الأیسر‎ 


-] 55 
AnxmAmxn s Ton 


فإذا كانت الصفوفة مربعة (m = n)‏ فان معکوسها الایسر یتساوی مع معکوسها الأيمسن فیکون 
للمصفوفة معکوس Jl y‏ رم GAS‏ الاتي : 


Andy = Arla پگ‎ = 1 


A4 


nxn 


وعکن القول أن هذا E‏ بشروط سيأتي ذکرها .. وبالنسبة للمصفوفة المربعة فان 
الشرط هو أن 0 |4| (محدد A‏ لا يساوي الصفر) . وفي هله الحالة تسمى A‏ غير شاذة 


nxn 


Singular فإذا كان 20 |4[ فان 4 ليس ها معکوس وتکون 4 عندئذ مصفوفة شاذة‎ ۰ Nonsingular 


.. وسيأتي تعريف محدد المصفوفة في نهاية هذا الباب . 


Equality of Two Matrices تساوي مصفوفتن‎ 4-۲-١ 


تتساوی الصفوفتان A= la|‏ و | رو = 8 إذا ما تساوت كل العناصر التناظرة في الصفوفتین 


* : أن‎ s 





وعلى هذا ء فلابد (إبتداء) من تساوي المصفوفتين في الأبعاد . 


Addition and Subtraction of Matrices المصفوفات‎ f جع وطر‎ ٥-۲-1 
op 82b] کات لاح و‎ 


+ 8 


mxn 


- B 


tb, ,‏ يه = ره 277 


و -bj‏ ره = رك 





mxn mxn 


الصفوفات 


وعلی هذا فلابد من تساوي 4 و 8 في الأبعاد وتکون ل 0 و D‏ نفس الأبعاد . وعندما یکون ل 

Conformable for Addition A أنها قابلة للحمع على (أو الطر ح من)‎ B نفس آبعاد ۸ يقال ل‎ B 
Not Conformable for Adiition or وغير ذلك لا تكون قابلة للجمع أو الطر ح‎ ۰ (or Subtraction) 
- Subtraction 


فمثلا » إذا كان 


10 13 10 =4 - 5 2 
0 < 4 + 8 > , D-A-B«- 
13 2 9 -3 0 7 


وعکن التأكد من صحة القوانین التالية : 
A«*(B*-C)2 ۸+ (+ 6‏ 
4 + 8 - 8 + 4 
۸ -4 + 0-0 +۸4 
A-A-0‏ 







Matrix Multiplication ضرب الصفوفات‎ ۱-۲-۱ 


: op B = و | را ربب‎ A= Anxm -la;] إذا كانت‎ 





7 
Vij‏ ربهر( ره ۰ Boa = 4۰B‏ ممما ماد C=Cpa‏ 
ا 
وعلى هذا.الأساس فان B‏ تكون قابلة للضرب A (à‏ من اليسار Conformable for Multiplication‏ 
from Left‏ إذا ما كان عدد أعمدة A‏ مساوياً لعدد صفوف 8 . وضرب الصفوفات يتغير تبعاً للاتحاه 
.. فهناك ضرب من اليمين وضرب من اليسار . وعامة فإن الضرب من اليسار ينتج مصفوفة مختلفة 
٠‏ عن الضرب من اليمين (إذا أمكن ذلك) . 


فمثلا c‏ إذا كان 
6 3 2 
هل A-‏ 
517 


Aa oU سس‎ 


1 
G9 + )6(4(| [35‏ +(20)]_ ام 3 2ے رہ مر م 
ا ات : 17 C = Cy = 42x3 Ba‏ 


لاحظ أن الضرب ویو ,85 غير ممكن (لماذا ؟) . 


بعض القوانين الهامة : 


۸4) + C) < AB + AC 
(A + B)C = AC + BC 
A(BC) - (AB)C - ABC 
AB ع‎ BA (In general) 
kA = [i] 


k(At B) = kA t kB 
) + (4-4 + 54 
(kk (4 = kı (k 4) 

1۰ A- ۸۰۱ < 4 

۸۰0-0 -4م .0 





حيث وا k, ki,‏ ثوابت 5 


دعنا نثبت () . فإذا كانت | رما = Ass‏ =4 ۰ | رفا = B= Bua‏ و C=C» 7l]‏ © 


فإن 
ره + Ch = b,‏ + 8) 
وبالتالي 
m ١ m m‏ ۱ 
A(B + C)- b dik (by + 3 =Z b aby + 2 I‏ 
k=l kzl k=l‏ 
n m‏ 0 
Farcy =AB+ AC‏ * 2۷ = 
kal kzl‏ 


وعلی هذا النحو يمكن للقاری محاولة (ثبات بقية القوانین السابقة . 
ویحب أن پلاحظ القاری هذا الاحتلاف الکبیر عن ضرب الکمیات القياسية . فإذا كان 
0 = 48 فهذا لیس معناه أن أي من الصفوفتین 4 أو 8 يجب أن تکون مصفوفة صفرية . فمشلا 


إذا كانت : 


الصفوفات 
2 4 3 111 
B-|-2-1-1‏ , ]22 4-2 
إو y‏ 555 
فان 
000 
4B-|0 0 01-0‏ 
000 


بالرغم من أن 4۶0 وأن 0« . وأرجو من القارئ تركيب مصفوفات على هذا النحو تعطي 
نفس النتيجة كنوع من التمرين ولفت النظر Ulo‏ إلى هذه الحقيقة المغايرة لمفاهيم ضرب الکمیات 
القياسية الي تعودنا علیها . ۱ 


Division of Matrices قسمة الصفوفات‎ ۷-۲-۱ 


إبتداء ؛ فانه لا وحود لقسمة مصفوفة على مصفوفة . فالعملية E‏ موجودة ولکن إذا ما 
كانت B!‏ موجودة فان العملية AB!‏ أو BTA‏ هي العرفة في المصفوفات . وعلی هذا الأساس إذا 
أردنا حل العادلة م = Ax‏ للمجهول ‏ فانه إذا كانت A‏ موجسودة فان ۸8 =× وذلك 


بالضرب (من الیسار) في A!‏ واستعمال 4۱۸-1 f‏ 
۸-۲-۱ التجزع Partitioning‏ 


في حالة الأبعادالكبيرة عکن تقسیم أو بحزی الصفوفة إلى بحموعة من الصفوفات الفرعية 
c Submatrices‏ فمثلا : j‏ 


d= 8 | 2 E ; i X | 
l 





8 ۱ مقدمة في الصفوفات 





B= E رق‎ + ABa! ABa + Pd 


Ay ررظ‎ + Ap By ۱ ورظريك‎ + 45 By; 
. وکنیرا ما نلجأ لمثل هذا التجزی لتسهیل العمل أو إجراء إثبات لبعض النظریات كما سيلي‎ 
wa 
Matrix Transpose ذة‎ 4. aM مدور‎ ٩-۲-۱ 


إذا كان | رم = Ana,‏ فان مذور الصفوفة هي الصفوفة النائحة من حعل الصفوف أعمدة 
والأعمدة صفوف .. أي هي الصفوفة 
Ados = 3‏ 
ویجب التنویه هنا أن هذه العملية لا توثر في قيمة احدد (وسيأتي PRESTS‏ 
7-۳ 


وذلك للمصفوفة الربعة . كذلك يمكن التأكد من صحةالقوانين التالية : 


G) (A+B) = 4 + كم‎ 
(i) آرای)‎ = A 


(iil) (kA) = kA' , k= scalar 
(iv) (4B)! =B" A" 





Symmetric Matrix المصفوفة المعماثلة‎ ٣۰-٢-٢ 


هي تلك الصفوفة (المربعة) الي يتساوى فيها العناصر حول القطر .. أو بشكل آخر هي تلك 
المصفوفة الى تساوي مُدورھا.(م "4 = 4) . وعلى هذا op‏ شرط التمائل هو : 





وعلى سبيل المثال فإن المصفوفة : 


فيها يكون "4 4 وبالتالی فهي متمائلة . 


الصفوفات 9 


Skew-Symmetric الصفوفة التمائلة بالسالب‎ ٠١-۲-١ 


هي تلك الصفوفة (الربعة) الي تحقق ( 47- (4o‏ . وعلی هذا فان شرط التماثل بالسالب 





وإثبات ذلك سهل حیث أن : 


aj--aj > 2aj20 = aj-20 , Vi 
: وعلی سبیل الثال فان الصفوفة‎ 


4-1-3 0 
-5 -1 0 


مصفوفة متماثلة بالسالب » بينما المصفوفة : 
8-1-3 
ليست متمائلة بالسالب «لاذا ؟) . 


۲-۲-۱ ۱ المصفوفة الطيرميتية Hermitian Matrix‏ 
هي مصفوفة مربعة مدخلاتها (عناصرها) في C‏ (محموعة الأعداد المركبة) رن أن : 


حيث )*( تمثل عملية الترافق Conjugation‏ .. أي أن : 


10 مقدمة في الصفوفات 





: وإثبات ذلك سهل حيث أن‎ 
a; =a; E a, eR , Vi l 
: فمثلا الصفوفة‎ 
5  —1«i 42-i ` 
A=|-1-i 6 18i 
رل‎ +i pes 7 


هي مصفوفة هيرميتية . لاحظ أن عناصر القطر يجب أن تکون حقيقية . 
۱۳-۲۱ الصفوفة x‏ ميتية بالسالب Skew-Hermitian Matrix‏ 
يطلق على الصفوفة الربعة آنها هيرميتية بالسالب إذا ما حققت الآني : 





-i 1+7 3 
A=|-l+i i 5-3 
-3 -5-3i 3i 


مصفوفة هيرميتية بالسالب . لاحظ أن قطرها الرئيسي بحتوی على کمیات تخيلية بحتة . 


الصفوفات 11 


Trace of a Matrix أثر المصفوفة‎ ۱-۲-۱ 


ceci E sg EE Rn du A nxn أثر الصفوفة المربعة ذات البعد‎ 
: بالعلاقة‎ 





أي مجموع عناصر القطر الرئيسي . فمثلاً : 


a 
ا‎ 
e 
l 
V ي‎ 
ل دن ري‎ 


3= (3) + (5-) +(4=)5 م >= 


Commutation عملية إبدال الصفوفات‎ ١١-۲-١ 


إذا ما كانت A, B‏ بحیت AB = BA‏ فان A, B‏ تکونا إبداليتين Commute‏ ..واذا ما كانت 


. Anti-Commite فانهما تكو نا إبداليتين بالسالب‎ AB =- BA 


فمثلاً : الضفوفتان 


EN 
لل‎ 
© دبا‎ 2 
w 
1 
— هه‎ tA 
رن‎ — hM 


إبداليتان . كذلك الصفوفتان 


STER 


إبداليتان أيضا بخمیم قیم d‏ .0,۵,۰ . 


Idempotent Matrix الصفوفة الدورية‎ ۱۲۰۱-۲-۱ 


2 


تسمی انصفوفة 4 أنها دورية إذا ما كان 4 = 4 حيث 4.4 = 42 ء وهذا يؤدي إلى أن 


ku 4“ - 4‏ عدد صحيح موجب . 


12 مقدمة في الصفوفات 


* d de 


A 4424424524 
A = دم ثم‎ A.4 = 4 = 4 


وهذا بدوره يودي إلى أن : 


وهکذا HiS..‏ المصفوفة : 


دورية لأن' 8 = 2.8 = ”8 (تحقق بنفسك) . 
۱۷۲-۱ الصفوفة المزقية للصفر Nilpotent Matrix‏ 
تسمی الصفوفة الربعة A‏ مصفوفة متزقية للصفر برتبة ۸ (عدد صحیح موحب) إذا كان 


A5 - 0 


حيث 0 هي المصفوفة الصفرية ..فعلى سبيل المثال المصفوفة 


1 l 3 l 3 0 0 0 
4-2|5 2 6|5 2 6]|43 3 9 
2 =| -3|-2 -1 -3| |-1 -1 وہ‎ 
0 0 ofi 1 3] [0 0 0 
4-444243 3 9] 5 261-10 0 0|-O 
-1 -1 -3ļ-2 -i -3| [0 0 0 





الصفوفات 13 


۱۸-۲۱ الصفوفة المزقية للوحدة Involutary Matrix‏ 
تسمی الصفوفة الربعة A‏ مصفوفة ju‏ 33 للوحدة إذا كان 
A =1‏ 


حيث 7 هي مصفوفة الوحدة ..فعلی سبیل المثال الصفوفة 
100 1 0 0 010 
1 0 4-10 أو |0 1 ۸2۱0 أو |0 4-10 
010 100 1 0 0 
مصفوفة مترقية للوحدة VN‏ تحقق أن 1 - ۸2 . 
ومن خواص هذه الصفوفات أن 
oy |4” =1‏ 


حیث ‏ عدد صحيح موحب وذلك ON‏ 


مر =I‏ تور كارع كم , ہے رر AAR‏ 
یں uU‏ کرس رت تر رب A‏ 4ر7 دم 42 - A4‏ 


۹-۲-۱ ۱الصفو فة القطرية -المصفوفةالمثلثية 

Diagonal Matrix - Triangular Matrix `‏ 
الصفوفةالر بعة الق جميع عناصرها أصفارا ماعدا عناصر القطر (ز (a, =0 vis‏ ین مصفوفة 
Diagonal Matrix à, Ja‏ .. أما ]13 كانت جميع عناصرها تحت القطر (a, -0vi» j) ideal‏ فإنها 
TR.‏ مصفوفة مثلثية علیا Upper Triangular Matrix‏ .. وإذا كانت جميع عناصرها فوق القطر 


أصفارا la, -0Vvi« j)‏ فانها تسمی مصفوفة مثلثية سفلی Lower Triangular Matrix‏ .. فعلی 


500 581 
سبیل الثال : الصفوفة |0 1 4-00 مصفوفة قطرية والصفوفة |9 1 82۱0 مصفوفة متلثية 
2 0 0 2 0 0 
$500 
عليا ء أما للصفوفة 0 1 6-18 فهي مصفوفة مثلثية سفلی . 
192 


14 


مقدمة في الصفوفات 


والصفوفات السابقة (القطرية والمثلثیة) لها بعض الخواص الفيدة » منها : 


©) 


(0) 


(9 


إذا كانت A, B‏ مصفوفتین قطریتین هما نفس الأبساد فان B « BA » AB‏ - ۸4 
B‏ + 4 تکون مصفوفات قطرية . کذلك فان 47 تکون موحودة إذا كانت عناصر 
القطر خالیةمن الأصفار UE‏ وتکون ۸4۳۱ قطرية أيضاً وعناصر قطرها هي مقلوبسات 
العناصر التتاظرة للمصفوفة ۸ . فمثلاً : 


o © 


5 0 0 
۸4-۱0 6 0| e ےھر‎ 
007 


دري © © 
هه دأو ںہ 
ساب 


إذا كانت A, B‏ مصفوفتین مثلثتين عليا (سفلی) هما نفس الأبعاد فإن BA ۰ AB‏ « 
Bc A-B‏ + 4 تكون مصفوفات مثلثية عليا (سفلى) . كذلك فإن 4 تكون 
موجودة إذا كانت عناصر القطر خالیامن الأصفار تماماً وتكون 4-1 مثلثية عليا 
(سفلى) أيضا وعناصر قطرها هي مقلوبات العناصر المتناظرة للمصفوفة ۸ . فمثلاً : 


وه بے + 9 8 5 
la‏ ۸۱-0 ہے |4 6 4-10 
7 0 0 7 0 0۰ 


إذا كانت 4 مصفوفة قطرية أو مثلثية ' (عليا أوسفلى) فان حدد الصفوفة |4| (سيأتي 
تعريفه في نهاية هذا الباب) هو حاصل ضرب عناصر القطر الرئيسي ..أي أن : 
[Io‏ =4 
izl‏ 
وعلی هذا فا کتشاف أن 4 شاذة أو غير شاذة يأتي من عناصر القطر (في هذه الحالة 
(kä‏ . فمثلاً : 


0 2 (5()6(6) = 4| جه 


PN 
۱۱ 
هاه‎ t 
© مو ی‎ 
کیہ‎ o vo 


وبالتالي فان 4 تکون غير شاذة . 
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الصفوفات 


Inner Product gund الضرب‎ ۲۰۱۰-۲-۱ 


Dod‏ الضرب البيي پین متجهین چ ین نفس الا بعاد ارت له بالرمز (u,v)‏ على النحو 
jul‏ : 


(u,v) -uty 


وتکون نتيجة الضرب كمية مقياسية . فإذا كان u =y‏ فان ناتج الضرب یکون مربع طول التجه 
(مربع مقياس المتجه) .. أي of‏ : 
(uuj= u = [uf‏ 
حيث 20 deas‏ عقياس »4 Norm of the Vector‏ (وفي حالات P»‏ بطول المتجه) وسيأتي 
تعريف وتحلیل خواصه في فصل مستقل لاحق . | 
S E‏ البيي الخصائص التالية : 

: مقياسية به‎ NUN EUM: So «X 
(i) 
(ii) 
(iii) 
(v) 
(V) 












2 
0 
3 


فمثلا : إذا كان 





[+17 
: فان‎ u=| 2 |, ۷ 
; 


(u,vj=u" v=[l-; 2 =i] e -(1- 0) + (2X0) + D8) = 2 - 5i 








2 


^ 
3 


1+ 
d =u ufi 2 4 2 پک اس‎ 
i 


03 طول التجه ن هو VT‏ . 


16 مقدمة في الصفوفات 


Orthogonal Vectors التجهات التعامدة‎ ۲۱۲-۱ 


يقال لمتجهين u, v‏ (غیر صفرین) آنهما متعامدان ]18 کان حاصل الضرب البيئ ما يساوي 
صفرا .. أي أن 


(u,v) =0 e متعامدان‎ u, v 


فمثلا التجهات الأولية في أي فر | E‏ متعامدة مثنى مثنى Mutual Orthogonal‏ - 


a 2‏ 
مثال : آوجد الشرط على »ه لكي يتعامد التجهان | 0|-<,| 1|=» . 
3 


3 





2 
9-0« "ود >= 49-0 (uv) =u v= a" 1 s|o|-24‏ 
3 
فإذا كانت ia,‏ ے = ه فان ia,‏ - ہے = 'ے وبالتالي e»‏ یتعامد التجهان) یکون : 


ور - 
کے يل 


2a 49-20 ج‎ 2(m (وه:-‎ +920 > Qa, + 9(+ :)- یه‎ (<0 => 


à, =0 


Y ۲-۲-۱‏ المعجهات المستقلة Independent Vectors‏ 
يقال على التجهات i]‏ من n‏ من التجهات انشا غير مرتبطة خحطيا 
Linearly Independent‏ !13 وفقط إذا كان اجمو ع : 


n 
Jax = 0026 + QX و ہیں‎ + G4 XA 


izl 
(أي 0= بت لجميع قیم‎ a, انعدام قيم الكميات المقياسية‎ Jus llena ا ا ما کان فقط‎ 
. (i 


الصفوفات 1 





الاثبات : 





* فإذا ما آحذنا الفراغ الثنائي الأبعاد c‏ فان 


* وبالمثل إذا ما آحذنا الفراغ الثلائي الأبعاد » فان 


1 0 0| 0 a, =0 
aj 0 | وه > |0-|0إوه+|1ايه+‎ ۵0 
0 0 1 0 Q4 =0 


وهكذا إذا ما أخذنا أي فراغ .. أي أن التحهات الأولية لاي فراغ هي متجهات غير مرتبطة . 





ولائبات ذلك (n) po‏ بحموعة من التحهات التعامدة بعضها على بعض .. أي أن : 





(x,x,) =0 Vizj , (xx) رت‎ 0 Vi 





وبالثل فان احموع الصفري 
0 بر + QX + qx, Tire‏ 


يتحول (إذا ما ضربناه في ×) إلى الاتي : 


18 مقدمة في الصفوفات 


وبالتالی یکون الحل الوحيد هو 0= به لجميع قيم ¡ .. وبالتالي تکون التجهات (x)‏ غير مرتبطسة 


ملحوظة هامة : ۱ 

عکس منطوق النظرية السابقة غير صحیح .. ععنی أنه إذا كانت التحهات fx)‏ متعامدة فهذا يع 
آنها غير مرتبطة حطياً Uf e‏ إذا كانت التجهات [e]‏ غير مرتبطة خطياً فهذا لا يعن بالضرورة أنها 
متعامدة . فمثلا التجهات أا خر مرتبطين خطاً ولكنهما ليسا متعامدين . 


۲۳۲-۱ متجهات الوحدة التعامدة (التجهات التوهدق 
Orthonormal Vectors‏ 
هذه التجهات تحقق شرط التعامد السابق ویضاف إليها أن مقیاس كل متجنه منهسا هو | 
الوحدة .. أي أن 
vi‏ ادام 
ومن أشهر هذه التجهات .. التجهات الأولية في أي فراع . 


و ان أ مه دی طول شاک alode‏ شين ھا ی تا 
إذا كان 


Ip] 1‏ 
sk‏ ے ظعاو ے -f‏ 
إذ cde, =1 of‏ هذا الأساس فانه عکننا حویل أي بحموعة من التجهات التعامدة إلى بحموعة 
«d,‏ وعلی v‏ تحويل أي بحموعة من بحمو 


من متحهات و حدة متعامده . 


DLS - التعمید بطريقة جرام‎ ۲ ٤۲-۲-١ 
Gram-Schmidt Orthonormalization Process 
الستقلة طا (الغير‎ ix] تحول هذه العملية امسن بإسم حرام - شیدت) المنجهات‎ 
: مرتبطة خخطياً) إلى متجهات [رر) متعامدة . وتسير الطريقة على هذه الخطوات‎ 


* 


o 
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× = ۲۱ 
X, + By‏ = ویر 
ولابد أن تحقق 2 العلاقة 
0= ( رز ,وز) 
لطا رم > 2-0 (ey) +A)‏ 
2 
pe‏ 


7X * ۱۷۱ 2‏ ور 
ولابد أن تحقق yya‏ العلاقتین 


(5,31) > 0 , 5») -0 


^ 


وبالتالی فان : 


0 - ,ویز)‎ xi) = (x331) nov») + Yn y) = (5. 1) «nl» 


bal k 
0 = (y3, y2) = (x3 V2) + v2) + 72922) = (23:32) + rall 
ین نے‎ Un) 
27 2 
bl 


وهكذا تستمر العملية حتى نحصل على ا حموعة 0 من التجهات التعامدة . 


TE 


مثال : إذا كانت : 


ساط مستقلة خط t‏ احعل منها متجهات متعامدة . 
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x ») 2 0 2 
٭‎ y,7X + 1, > Â=- 2: ۲ 2-4 => y27 0 + )3 11 < -i 
1 





3 3 اس 
zud‏ لسكا 
bf >‏ 
> بر + ,+ ×= ور » 
1 (وبز,ود) 
17 2 2 و 
امس 


وعکن للقاری اجراء الاختبار الآتي للتأكد من صحة ما حصلنا عليه : 


2 
6]>(ورہر)‎ 1 ۳ -0-2+ 2 >0 
Là 
15 
6ء (وریر)‎ 1 1 EE 
-10 
15 
o» »)-5b -i i o | فرط‎ 
-10 


أي أن التجهات yj, y), yg‏ متحهات متعامدة على بعضها البعض . 


6-۲-۱ ۲ عملية الد Orthonormalization‏ 


إذا ما كانت ا حموعة (sj)‏ هي بحموعة من التجهات التعامدة » فانه أحياناً یکون من الفید 
تحويلها إلى بحموعة من متجهات الوحدة التعامدة .. خی هذه العملية بعملية الوحمدة 
Orthonormalization‏ .. أي عملية التحویل إلى متجهات وحدة متعامدة . وتتم هذه العملية عن 
طریق قسمة کل متجه x‏ على طوله Ixl‏ 8 وبالتالي یکون yi "El‏ يثك یکون > ار 


وتکون ا حموعة [إبر) بحموعة من التجهات التوحدة . 


المصفوفات 2 


Orthogonal Matrix المصفوفة المتعامدة‎ Y 5-9-1 


إذا ما كانت fx)‏ مجموعة من المتجهات المتعامدة (علی بعضها البعض) Mutual Orthogonal‏ 
فان الصفوفة ال تضم هذه التجهات كأعمدة أو كصفوف (ولتكن المصفوفة 4) تسمی مصفوفة. 
متعامدة . 





A= : * 
الى‎ 4 ۰. 4 
X X2 Xn 
acto یمم‎ tte - xr 
موه‎ srez o ومع‎ UT 
AU ^» ادن‎ 
اک کرو خن‎ y x. 
op وبالتالي‎ 
=4 
PEE gai: 
PUR RES جہ‎ xy : 
e ل ]کر مہ‎ 4 
LAT X 2 Xn 
ما‎ ° 
j ۱ 
۵ لا‎ c0 ناوشا‎ pol E) 


2 ۰ ا ۰ * 
l|‏ - 0 0 
وبالتالي A" A‏ أو AAT‏ ستکون مصفوفة قطرية عناصرها هي مربعات مقاییس التجهات الأعمدة 
(أو الصفوف) في المصفوفة 4 . 


22 مقدمة في الصفوفات 


ومن الممكن ان تکون المصفوفة مت وو مدة Orthonormal Matrix‏ ذا ما كانت أعمدتها راو 
صفوفها) متحهات متوحهدة Orthonormal Vectors‏ « وف هذه الحالة فان 7= AA‏ =4 ۸ 


Unitary Matrices الصفوفات الو حدوية‎ ۲۷-۲-١ 


إذا ما كانت 4 مصفوفة مربعة تحقق AAT =I‏ فان A = AU‏ > وعندئذ تسمی الصفوفة 
A‏ مصفوفة و حدوية Unitary Matrix‏ . فمٹلا دع 


N 
a 


Moe 
lesi 


— 
> انم‎ l 


ae 


— i 


مم 
یہ 


2 x X 


OP‏ ون روندرند متجهات متعامدة (أنظر المثال في بند 4-5-١‏ ؟) وبالتالي یکون 


هة 


AA" = diag نا‎ s) 


فإذا ما كانت 


حیث ول و وبر, زلز متجهات متو همده »أي ان : 


ی 


1 


لكل كا 0 
5 1:4 
سس كه B-L‏ 
Jow Wm‏ 
loh n‏ 
Jms‏ 434 .2ل 
(تحقق أن 1= (BBT‏ وبالتالی فان : 
1 1 
کک" 
uo x‏ بے | چ ےا 
AA‏ ٹوو ہد dadas‏ 
بالات .2108 كل 
دتھلہ 0/425 425 


23 


الصفوفات 


۲۸٢-۹‏ تفاضل وتکامل الصفوفات 
Matrix Differentiation and Integration‏ 
مو E‏ : 
الصفوفة المربعة [()ره| = )0( ,۸4 تكون معصلة عند Maki‏ ما <؛ 
]15 كانت کل عناضرها a(t)‏ متصلة عند و <۸ . 





: ۲ chos 
تکون قابلة للتفاضل عند النقطة‎ Ann lt) = الصفوفة الربعة |( ره|‎ 
t= كانت کل عناصرها () ره قابلة للتفاضل عبد‎ 13 ١ = ا‎ 


ویکون 








dA( | da;(t) 
dt dt 
فمثلا إذا كان‎ 
t l-t 2 
A-4A()-2| Ü sint e 
صا‎ 1/۴ e“ 
7 1 -1 2t 
25 37 cost e فان‎ 


ام - /1- 1/6 


خواص تفاضل الصفوفات : 





لاحظ أن إثبات الخواص السابقة ینبع من تعریف Y‏ ذاته . 


24 مقدمة في الصفوفات 


تعریف ۳ : 
إذا كانت کل عناصر الصفوفة ]( ره|- (),,,۸ قابلة للتعكامل 
Integrable .‏ فان المصفوفة )4 تكون قابلة للتکامل على النحو 
التالي : 
[aod = | fa, (Dat‏ 


: ٤ تعریف‎ 
xt) 


)13 كان 0 x)=‏ فان 


x (£) 





خواص آخری هامة : 






. متجهان‎ c, × حيث‎ 2 (x 
dx 


Je 68 


. حيث × متجه » 8 مصفوفة متمائلة‎ Z (e = 2Bx O) 
x 


۳ 1 a 102 102 
` (i o 2])-lo , -—|x|0 2 3|lx|-2)0 2 3ļx 
87× 2 0 


2 3 1 2 3 1 
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Matrix and Vector Norms مقياس المصفوفة والمعجه‎ ۲ ۹-۲-۱ 
Vector Norm مقیاس التجه‎ ۱-۲ ۹-۲-۱ 


یعبر القیاس عن الدی الذي وصلت 4J|‏ قيمة عناصر المتجه لا عن عدد هذه العناصر داحل 
التجه . و یعتبر طول التجه Length of the Vector‏ من أقدم القاییس حيث أن طسول التجه 


1 


Xn 
izl 
(| = max {zıl pb fn) 


دعنا الآن نقدم التعريف التالي : 





> S = 0 
Triangle i ومُسسمى متبايسة‎ |١ + >اار‎ + aiD 
. Inequality 


۰ COND 
: وهذا يعطي صور القاییس الشائعة‎ 
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: OU 





* بالنسبة للمقیاس ١-‏ : 


* بالنسبة للمقیاس -۲ : 


x-0 


+ 4|- اتال + :2 - 


= 


L— 


x; 1ء‎ 


مقدمة في الصفوفات 


n 
Q 2» 
i=} 


د :20۷زا = 20| 


GD Jed, = $ lil = X elpe - اه‎ Is = le 
i=l i=l 


x,-0Vi 


i=] 


n n 
Gi) pee» = >l ابرع‎ > Yl bil 
i=l i=l 


)( را‎ = ll >0 


Ix], =0 > x-0vVi > 


G) — Je, = En 2» IF =l E = ملد(‎ 


ty eey)ex xe x Ty ey" xy" ادا + کے پر‎ 


ZU 


(iii) lx + "ابر‎ - ) 


٠ yty y) 


و باستخدام متباينة شفارز Schwarz Inequality‏ (وسيأتي اتھٹا d‏ 
Qui‏ التالي) وصیغتها الرياضية هي 


متباينة شفار ز Schwarz Inequality‏ : 


×7 رادار اا ار‎ > MM Pa ern 





نحد ان : 


«pl?‏ ا = ا + و Sev»)‏ ہا + SE‏ جع 


2 
lk + یلا‎ shi, +l Qu 


۵ e mes)» o 
دا‎ -0 => l|x|0vi => x-0vi > x=0 
Gb all, مه -[رصاهه-‎ - Ile] 


Gi) + بر‎ = maxi + |} < دہ‎ + malos - Je], + od 





DUM! 





zx, y لأي كمية مقياسية بم وأي متجهين‎ 
0 > | + a vj = وم تر +م)‎ x + ax y+a y x+aay"y 
= وم‎ tax yray xa واس‎ 


وعندما یکون 0= x Ty‏ (ومن ثم 0= (y x‏ فان التباينة تکون متحققة لأنه في هذه الحالة (وبوضع 


1= ) یکون : 


ولا + ۷| > جات + Ilo — +h = do‏ اہ|+ وم = وله + عک0 
والآن بوضع 
Hh‏ 
x Ty‏ 


Hp ebbe /‏ = - اده + مله 


=- + 











والأخيرة تحقق الآتي : ۱ 
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تام 


QUIS 
ub 





21 * 
د راد نم 2 وج جر 





* 
ر" × 





s I]; b ۳ 





مثال : إنبت أن ما > باتک بات 


الإثبات : 


mebil- bl.‏ دور 
با رم عمسم > b = lal‏ 





مثال : إثبت أن s s np,‏ اا . 


الاثبات : 


bl = SR = ٦۷٣ 
راتا‎ 237 * < rms = Vn masia لد‎ 





m 
30 أمثال : أوجد القایس .|:| , رد , ,|| والعلاقة بينها للمتجه‎ 
3 





۱ : الحل‎ 
2-3 , 3د ۸| . 42372 عیام . کت‎ 
: لاحظ تحقق الاتي‎ 
زا‎ — sls subi, (35«6«3x3) 
(iD ام > مات‎ s lel, 6.742 <6 > 5 x3] 
Gi) — xL. > رال‎ < nl], ) > 3.742 «45 x3) 
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(iv) PAL «|, الک‎ . E: x6«3.742 > s) 

O hh <l. > (osea دده‎ 
; 1 1 

e» M4 spl, ۶۱ (3*5 <3<6) 


و العلاقات السابقة تحقق بعضها البعض . 
وعلی ضوء الأمثلة السابقة فانه من المکن أن نقرر أن القاییس ۰2۰1 o‏ في الفراغعات 
ذات الأبعاد احدودة Finite Dimensional Spaces‏ كلها متكافئة حيث يرتبط أي سین منها 
بالتباینات الاتية : 
]×ادہ < shi,‏ ده 


حيث 6,0 وابت موجبة . 






مثال : افتزض of‏ | || هو مقیاس متجه في ”۸ وأن A‏ مصفوفة nx‏ بحيث علد الصفوف 
الستقلة هو em‏ آثبت أن القیاس Je]‏ المعرف ب (jej eda)‏ یکون مقیاس لمتحہ في 
R”‏ . ۱ 








: UI 





دعنا نحقق الاتي : 
0= > ودام © 
وهذا Y‏ يتحقق إلا إذا کان 0 > x‏ لأن عدد الصفوف المستقلة 27 on‏ 
pe = ed = [kax] = (xla = [eli‏ رن 
وذلك لاية كمية مقياسية 1 . 


Gi + عم > ادم + عم - زر + عم ار‎ + od = اا‎ + bl 
. ×, متجهین‎ «eS وذلك‎ 


وبالتالي فان التعريف یمثل مقیاس e‏ ۳۳ . 
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مثال : آثبت أنه لاي مقیاس | | ولاي متجهین ,× فان ]» - l| slc‏ - ۳ 





الاثبات : 
دع 
x=x-y+y‏ 
ومنها یکون 
BI-bisb-» (0‏ د + > + ”)ااا 
کذلك 
y=y-x+x‏ 
ومنها یکون 
 bi-bsb-4-b-4 ®©‏ > لکد دض - | - ارا 


وبالتالي فإن )1( c‏ (2) لا تتحقان معا إلا إذا كانت : 
Hs - | > - d‏ 


ملحو ظة : 
لاحظ آن : 





Ix -xis l+ اا‎ 
| 108 وبالتالی‎ 


۱۳| - ۳۱| ۴اک‎ -<lh 


Matrix Norm مقیاس الصفوفة‎ ۲-۲۹-۲۱ 
læ] 

۳ 

یقیس مدی التکبیر Magnification‏ أو التقلص Shrunk‏ الناتج من الصفوفة 4 . فاذا ما حذنا أصغر 
حد أعلى Least Upper Bound‏ لناتج القسمة هذا فانه یکون dos Lu‏ ل مقاس Size‏ الصفوفة 
4 


ناتج القسمة xzO‏ , 
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تعر یف : 
دع 4 مصفوفة ım × n‏ فان 
EY‏ 

IM «e(l 
ا‎ 

All, = max 
IE 
۳ 


E‏ و 























اد 


أي آقصی قيمة عددية جموع الاعمدة 


Maximum Absolute Column Sum 


أي أقصى قيمة عددية ٹجموع الصفوف 


Maximum Absolute Row Sum 





وأرجع القاری الهتم بالإثباتات إلى کتاب )1982,23 (Deif A.S.,‏ مع ملاحظة أننا لم نقدم تعريفاً 
yu‏ ل 4| وذلك لاحتیاحہ إلى معام مات عن القیم الذاتية للمصفوفة (ستأتي لاحقاً - أنظر 
الباب الثالث) .: وعلی القاری الهتم أيضا أن يحاول بات العلاقات الآتية لأية مصفوفة 
۸ - ۸4 : 


mxn 


m cd 
0 lA > مأك"‎ GD l4, s HL s ۳۷4, 


"E TEE 
di) zM; sid soli, i» 7L IA std. 
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ملاحظة عامة : 
لاحظ أن العلاقات السابقة تؤدي إلى نتيجة هامة وهي أنه إذا ما آل أي مقیاس من الثلاثة لمتتابعة 
)4( من الصفوفات إلى الصفر فان القاییس الأخرى ستوول ES‏ إلى الصفر وذلك لأن : 

($ 150) 


nmaxļa ان‎ < M > max|a 1 


فإن مقياس أي متتابعة لمصفوفات يؤول إلى الصفر إذا وفقط إذا كان كل عنصر من عناصر 4 يؤول 
إلى الصفر وهذا Ua‏ مقياس التقارب لتتابعات المصفوفات . 


TECHS 





الاثبات : 





من تعريف المقياس : 


وبالتالی فانه لأي x‏ 0۳*۱ ۸ , 0۳ يكون : 


lax 


H 


Meu => ||) 





مثال : أثبت أن |4|||»|= |4 le‏ حيث a‏ كمية مقياسية عامة (ee C)‏ . 


الاثبات : 





a P la Ax] _ 


NN 
Vg اما‎ ea - lid 


le 4 - m max ۳1 71 





مثال : أثبت أن (8| + |4|> |8 +4| . 


الإثبات : 





8۳۲+ 4۱) = ماقا + | < ]1 + x]‏ < زه + [4x‏ = |دھ + 4«( 


وبالتالي فان 
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|(4 + 8)x| 0 
> وا + ام‎ (1) 
۴ 4 + 18] 
ولکن‎ 
ICA + رظ‎ 
A + B| = max (2) 
l 8 m 


ومن (1) » (2) يجب على |8 + 4| ألا يتحطى قيمة |[ + |4| c‏ أي أن 


]5[ + |ك| كاه +4 





JAB SJAHEN أنبت أن‎ : aee 








: الإثبات‎ 
jams - | اوه‎ > ۱۰1۱۳۱۰۱۷۷ 
فان‎ juu, 
) AB)x 

LT <Ma 

o3 
( AB)x 
421 - me ET aga 





. [=1 آبت أن‎ : ta 


الاثبات : 





ll sa. -maxl-l 


[l 





مفال : أثبت أن '۸|]<|]”ھ] . 


الإثبات : 





ام 


elu 


= »| "مم-|۲(-۱ 
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مدل : أنبت أن ]۵ -4]> |[ھ[-[4]]| . 





الاثبات : 
9ع 
A= ۸ +‏ 
ومنها یکون 
)1( |2 ۸-۳۱۶۸ > اف +(2(>۸-2 +(-۸)]-|4] 
كذلك 
م + لم B=B-‏ 
ومنها يكون 


© إهدما-4 - Bl-‏ = ۸+۸۸ -هز|>اه + - )م اها 
وبالتالی فان )1( c‏ (2) لا تتحقان معا إلا إذا كانت : 
|8 - ۱۳4-6۱۱5۸ 


ملحوظة : 
لاحظ أن : 





4 - |4|كأة‎ + || 
i فان‎ "noy 
۱۱۸-۱۵۱۱ s - =4 + 2| 


ولأهمية العلاقات السابقة فإننا نلحصها كالآتي : 








0 axie lA iD [۸-|4ء]‎ 
Gi) [4+ B< lAl + Ja] من‎ las] < jale] 

o ۷۱ e» ۰مم‎ 

(i) |4- 8l» |l4l - La] (vi) |4- B] s]a] + ام‎ 
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A = ۸.۵.۰... A (AN من‎ © 
|] >] 14۷.۰... 141-۸ 


ملاحظة : 
الثال السابق يلقي الضوء على حقائق هامة مثل : 


* إذا كان 1> |4|| فهذا ی as‏ أن 0ج 4 وذلك عندما جم . 





* إذا كان 1< ]| op‏ هذا لا y‏ كد أن »ج A‏ وذلك عندما مجم . 


: دع‎ .. (Nen Noble & el , 1977 , p.167) JI ولنأحذ الثال‎ 
01 02 
A= 
v 


d 206 . 47 


فان : 
|d, «1 oV;‏ فان 0= 4 Jim‏ (اذا ؟) وعلی القاری أن يتأكد من ذلك بنفسه وذلك ساب 
مجه 
0.5 0.6 
A‏ 
12 01- 


dd . 4, =3 


A5, 5,42‏ سس والآن دع 


a 


ونا نخمن أن هج A*‏ (وهذا هو الواقع بالفعل ويترك للقارئ التأكد من ذلك) 5 واذا جعلنا 
0.5 0.66 
A=‏ 
B A‏ 


0-7 s Ma فق‎ 


فان 


فان التخمين بأن هج *4 یفشل هذه الرة إذ نحد أن 0 جہ “4 . 
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سر 


٠-۳۰ 





الاثبات : 
P)‏ + ) تکون غير شاذة إذا وفقط إذا كان ا حل الوحيد للمعادلة 0= P)x‏ + 1) هو ال ۶-0 . 





دعنا نفرض أن ۶-0( + 1) وان برص عم إذن 
kisesi = Ple:‏ 


ولکن 1« Ip]‏ يؤدي إلى تعارض . والآن دع 


B-(I4Py! 
: فان‎ 
1= B(1 + -مم‎ B+ BP > 1=|B+ BP] = [Bll + P| > lal + lel) 
: وبالتالی فان‎ 
1 
لت او‎ 0) 
1 
کذلك فان‎ 
BsI-BP = [|B| باد‎ - 22| >۱+ Jap] > ۱+ |B] 
۱ op وبالتالی‎ 
ap - ۳۶۱ 
أي أن‎ 
| > Q) 
lis 
ومن )01( و )2( نستنتج أن‎ 
1 
> | + PY 
cp teg 
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اتصفوفات 
Wad‏ دع 
ex‏ اہ 
0.9 0.8 

فان 

706 اپ[ وربور 

0.1- 0.8 1 0 
ومنها نستنتج أن 


jp, -09 > ۱ 


وباست‌خدام حقیقة باناخ فان 





05632 — — e| 0 
1+ 0.9 oo 1-09 
: لاحظ ایضاً أن‎ 
|4, - 17 
ol 
- 1ےد‎ 
jl <۷ eL oso 


نظرية : 

دع R CA‏ مصفوفات مستطيلة X m‏ بر A ly‏ غير شاذة » فؤذا 
كان : a ze]‏ 

IR >4 أو‎ 

فان ۸ + 4 تكون غير شاذة ويكون 


تم »| 








الاثبات : 

ioc‏ الحالة 1< ۸۰۸]>ہ 
فان A+ R= 4(1 + P)‏ 
يي ۲ P=‏ 


ولكن من حقیقة باناخ فان P)‏ + ) غير شاذة ( لآن 5|>1| ) ويكون 
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-1 > 








۱( بر د + 


|۳۱ dA 





الاثبات : 


الشرط على الصفوفة P‏ يعي أن 1> [IP].‏ وهذا ي يعي أن (I+ P)‏ غير شاذة كما برهننا في حقيقة 





باناخ . 


مثال : افترض أن A‏ مصفوفة مربعة n x n‏ وأنها تحقق الاتي : | ۷ , l|» Va)‏ » اثبت أن A‏ 
j=l‏ 


ا[ 


ق على الصفوفة 4 في هذه الحالة مهيمنة القطر Diagonally Dominant‏ . 





A=1+P دع‎ 
P-2A-I Q3 
Py < ۵ ,I* j, رط‎ = a, -lVi ۱ فان‎ Qu, 
[Pla =la: -1* J lasl Cai 
jn 


فإذا ue‏ 1« |7] فهذا سوف يؤدي إلى 
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n 
la; -1 + ۸ ja «1 
j=l 


اور 
أي أن Xlal<t-la‏ 
7 


ولکن 
a;|*la;| -|la; -1[ + |2|‏ 1 ک +a; =| = (1-4; )*a;]‏ بره - 21 1 
آي of‏ 
n n .‏ 
ll‏ 3 > | ره Yl «la; -1-la;]- |a; -1 7 a;‏ 
Jal‏ 2 
j+i J*i‏ 


أي أن 4 غير شاذة . 


۳۰-۲۲۸ ضر ب کرونگر Kroncker Product‏ 


بمكننا تقدیم تعریف آخر للضرب کالاتي : 





| أن | رما Bpxq lb; | of Án zz‏ فإن صرب کرونکسر 


aB dB vem ay,B 





mP + aB‏ ۶ دوروو 


l am B am2B P Gy, B 0 : ۱ 
AGB وبالتالي فان‎ pxq ها الابعاد‎ aB و کل مصفوفة فرعية‎ 
. (mp)x (ng) ما الأبعاد‎ 


1 2 -1 4 TA 
t=; 1 , Ba =l, *] فمثلا دع‎ 


فان 
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j^ 4 -1 4 -2 8‏ 4 اص 
B), = 2- =3 2 -3| |2 -3 4 -6‏ 49( 
e 1 4 a7! 4 -3 12 -4 16‏ 
ud 6 -9 8 -12‏ 3 3 2 
وكذلك 
PE 2 -1 -2 4 8‏ 2 !| 
(B® 4), = 3 4 3 4 | |-3 -4 12 16‏ 
uar J! 2] 2 4 -3 -6‏ 
12- 9- 8 6 4 3 4 3 
خواص ضرب کرونکر : 


(i)‏ 88۸4 + 8 ©4 ولکن عناصر 4 © 8 ما هي الا إعادة ترتیب لعناصر 8 © 4 «لاحظ ذلك 
بنفسك) » وبالتالي فان عدم قابلية الابدال ojal non-commutativity‏ بالضرب الصروف ` 
سابقاً حكن علاحه ق ضرب كروك بتحویلات بسيطة اق الصفوف والأعمدة : 

. دون عكس في الترتيب‎ )4© 8( «A 88 (i) 

&B" (ii)‏ "24 زم هم) 

AG(B-C)- 46+ ABC (iv) 

| Ae(Bec)-(4eB)SC (v) 

Boag) (Crer © D.) -(4«C)e (B* D). (v)‏ 9 ,4,4 حيث (ه) تعبر عن الضرب العادي 
للمصفوفات . 
فمثلاً اذا كان D-A81, +1, © B‏ 


p 42M 
D'-4 8I, +24 B! +1, فان [ ماه‎ 


à كالاتي‎ Kroncker powers Sa قوی کرو‎ die (vii) 
ABI - 48 4 
AU - پر و ار - لا ور -4 و وم‎ 
(4, وهكذاء ومن ثم فإن اع ۴ھ = رس‎ 


وعلی القاری أن يحاول إثبات هذه اخواص السابقة (یمکن الرحوع ل 1979 (Barnett S.,‏ . 
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الصفوفات 


: Determinants 3421 ۳٣-٢-۹ 





مقدمة : 
کل مصفو فة مصاحب لها كمية مقياسية id‏ باخدد determinant‏ ۰ والتعریسف البدئشي 
للمحدد يتميز عن طریق التبادیل permutations‏ ( أنظر على سبيل Deif A.S.. 1982 J‏ ( » 
ولکن هذا التعریف لیس عملياً في امحسابات خاصة للمهندسین والعلمیین التطبیقیسین لتعقیسدہ .. 
ولذلك فقد تم تعریف فك ا حدد بطرق أخرى أكثر تيسيراً سوف نلتزم بها في هذا الفصل .. وعلی 
کل يجب القول أن انحدد لا یعرف فقط إلا على الصفوفات الربعة . 


d 
أي نبتداً بضرب عناصر القطر ٹم‎ ( ad - bc Aaii پا‎ 
. ) ب م تحاصیل ضرب عناضر شبه القطر‎ 





B Ja‏ من الرتبة 2x2‏ على أنه 





4 
فمثلا إذا كانت 


ali 1 => ea- | - 60-69-2112 =9 








فك ادد عد طريق العو امل cofactors‏ : 
minor adi :‏ : 
Aal‏ هو حدد أي مصفوفة مربعة فرعیة من الصفوفة 4 . 
1- 14 
فمثلا إذا كانت 2 0 4212 
3 1 3 
فان 
1- 4 1- 1 4 1 
= 4= 2-8 
b B 2‏ 
|2 ۰0 2 2 0 2 
25 0- 2 - 
BE E‏ 7 
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des Wes e 





9 كانتت إن Az la,‏ مصفوفة مربعة من الرتبة AxH‏ > يعرف عامل 
العنصر cofactor af aj‏ على أنه الكمية المقياسية a,‏ حيث : 


. |1- 4 1 
فعلى سبيل المثال » عوامل المصفوفة | 2 0 2|-#4هي: 
3 1 3 
2 = وه p:‏ 0= وه , 97-2 


1ء ور" 7 6 = 05 , 7-13 روه 
2-8 ووه , 057-4 , 8“ ار" 


والآن يمكننا تعريف محدد أي مصفوفة من أي رتبة nxn‏ . 
تعریف : 
حدد المصفوفة المربعة | = 4 من الرتبة n‏ يُحسب من أي صف 
أو أي عمود نختاره وذلك بضرب كل عنصر من عناصر هذا الصف 
(أو العمود) في عامله ثم جمع حواصل الضرب .. أي أنه رب‌الفك 
من الصف ) : 





43 








الصفوفات 
Y 4 = Qj + aA + dj0 +‏ 
+ روعريه + ,0 q jaj + a5‏ = إل | 
1- 4 1 
فمثلاء إذا كانت | 2 0 ۸2۱2 فان قيمة محدد هذه الصفوفة تعطی ب (وذلك بالفك من 
3 1 3 
الصف الأول) : 


|4| > (Dai; + (4)22 + C De; = )1()-2( + (4X0) + (D2) = 4 


وعلی القاری of‏ يحاول فك ا حدد بالطرق الستة الباحة وٹی جميع ا حالات لابد من الحصول على 


قاعدة الاشارات : 


من الطرق العملية الفيدة في فك ا حددات ما ies‏ بقاعدة الاشارات للعناصر وهي القاعدة الي نحل 


: الوجودة في تعریف العامل وذلك كالآتي‎ )-1(*7 ge 








4+ س + -+ 
س + د + 
-> + -+ — + - + 
+ = + = سے + 
ج -+ د بل و = + ]| و 
= + -+ وی ول = 
7- + د + - + — + n‏ 
مو Jem‏ مو ات 3x3‏ 
4x4‏ 
+ د + -+ 


5x5 
4 ۳ ١ A " 
وهکذا .. وعند فك ا حدد تؤحذ قاعدة الاشارات في الاعتبار عند أحذ قيمة العنصر .. فمثلا‎ 


1 
ےا‎ 1 
= ` B 2 


3 1 
«op. +O 
2 


lipa w 
wiin 2 


3 0 
3 ۱ - رهم‎ ++) «3s 











— 











3 
4 2 3ا‎ 0 3 0 
-ol ap D je] 4 ] = (D(14) + (D) + (2X6) = 5 
وهکذا .. كذلك‎ 

1 0 5 2 
4 i-i. ا‎ cte a 1.5 2|] [xe 1 52 
ار 4 0 و‎ -)0( ED + )4( 3 4 HOJ ce -(D-1 1 0-6 
7 1 ys. Hie t SOS 91ج اوہ‎ lesser i 3 4 1 


لاحظ أنه یمکننا (حتصار الحسابات باستعمال الصف (أو العمود) الذي يحتوي على أكبر عدد من 
الأصفار 5 
خواص احددات Properties of Determinants‏ : 


خاصية ( : 
إذا كان sel‏ كان أحد صفوف زار أعمدة) المصفو فة كله أضفار فان sasi‏ 








* 
Ld 
e 
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الإثبات 
من ال خاصیة (2) نحد أنه إذا ما بدلنا هذين الصفین (العمودين) OP‏ إشارة ا حدد تتغير رغم أنه نفس 
احدد ومنها بحد أن 
0 - ۸4-۸4 
m‏ ۳3 
4-0| = |3 2 ۸2۱1 
6 5- 4 
دون فك . 


خاصية (4) : 


إذا كان أحذ صفوف زار أعمدة) محدد ما مضروباً في كمية 


مقياسية 1 فإننا يمكننا أذ هذه الكمية القياسية  Sole‏ مشركا . 








al 3 |a| = Aa‏ و 
a an‏ 2 


= (4a, Xan) - (4a Xanı) = Alaan - apan) = A|4 








حيث A =la h‏ ; والالبات واضح لاي رتبة م« . 


kd 


فمثلا 





9 
$ 


2] 132 -2 


NIO‏ ين 
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الإثبات : 
يتم الإثبات باستعمال الخاصية (4) وذلك بأحذ ۸ Sute‏ مشترکاً من كل صف وبالتالی hat‏ على 
حارج 4| . 





6 0 2 3 0 1 
A=|8 4 -2=)2 |4 2 -12280 
-2 6 2 -1 3 2 
——————— 
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خاصیة )6( : 
حاصل ضرب عوامل عناصر آحد الصفوف زالأعمدق في عنس‌اصر 
صف (عمود) من محدد ما يساوي صفراً .. أي أنه إذا كانت 


زه] 4 فان 
n‏ 


n 
auus =0 3 mzk & ۸ =|| 
1=1 1=1 ۱ 





الإثبات : 





n 
Y ayay -|4 فان‎ mzk إذا كانت‎ 
Izi 


دعنا نستبدل ay‏ بالقيمة القياسية Mi‏ .. فماذا يعي ذلك ؟ .. بع الاتی : 





ay do ee ay 
5i 022 "ron n d2n 
n ٠ fa- 94-02 ٦٠ Qk—1)n 
ار‎ M, CM, M, 
اگ کے‎ 
k+l @k+1)2 ٠ 2+۱ 
Qn @(n-1)2 "7" On-1)n 
بر“‎ an2 موه‎ ann 


فاذا ما حعلنا 
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مع , ره < M,‏ 


فان ذلك يعي Uf‏ أضفنا صفا من صفوف 4 (أي أن هناك صفان متساويان) وبالتالي oj‏ 


n 


S aau =0 , rÆk 
i-i 





A= 08 , B= lb, |... 


= پر9‎ + AA; 3 b;-ajis*k 
44 من الصف ۸ فاننا‎ |B| فعند فك ا حدد‎ 
|B| = tuau = 3 ay + Aami بر(‎ = Yan PX (ey - |4 


لاحظ أننا استخدمنا في الاثبات الخاصية )6( . 


0 


فمٹلا 
۱ 1 0 1 1 0 1 1 0 1 
40 3 2=| 4 3 2 =4 23 
4 3 2 20+4 20+3 200+2( 6 43 


(لاذا ؟) . 





: OU 
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إذا كانت la)‏ 4 وکانت 47 -[رف = eB‏ ذن بإيجاد |4[ (بالفك حول الصف ) £15 XL‏ 
8-4 (بالفك حول العمود ز ) : 


999۶0 
ےم‎ o kei e 


وذلك لأن العناصر في صفوف ۸ ها نفس عوامل العناصر الناظرة في أعمدة 8 . 


فمثلا 





ومنها 





> B=A = 


Ole‏ سب 


O OI tA 
اسب‎ 


سے Di‏ إإ tA‏ ۱۱ 
t‏ © ہ 
دیا سر یی 


|4| = 1)-6( - 4)-18( + 5(2) = -6 + 72 +10 = 6 
|B| = 1-6) -4)-18( + 5(2) = -6 +72 +10 = 76 < |A| 


mI 
فان‎ (n) و 8 مصفوفتين مربعتن من نفس الرتبة‎ A إذا كان‎ 


|48| = |4|«|B| 


j|‏ كانت A,‏ رط + رة = ره لصف واحد ci‏ فان 

|4| +۱2 = 4| 
حيث 4 هي الصفوفة الناتجة من الصفوفة A‏ مع استبدال الصف i‏ 
من 4 بالقيم dj‏ والمصفوفة 8 هي المصفوفة التاتجسة مسن A‏ مع 
استبدال الصف 1 من A‏ بالقيم bj‏ 


الصفوفات 7 


1 2 | 1 2 
6 4 ٠ 0 1 


12 1 
- 4 
0+6 1+3 








۲ jj 48 





وعلی te judi‏ أن ینظر إلى الإثبات في ) Deif A.S. , 1982 , p.16‏ ) . 

















فمثلا 
2 2 1 2 
dede‏ رس ےا ا اہ ےھ کے 
dele Inx) je mą |e Wx|‏ 
d x 2x 3 1 2 0 x 2x 3 x 2x 3‏ 
پر عم 2x|«j0‏ & 0[ماقر & 0( ا۔اثر e‏ 0 
hx j|? 0 hx je 0 mną je 0 yx‏ 0 كم 
وهکذا . 


تمارين حلولة على احددات : 


)١(‏ اثبت (بدون فك) أن 


ی 
+ 
Se‏ 
]7^[ 

i 
æ 
NE 

Lu 

a cC ۵ 
بو‎ 0 Ny 
Mo M 


الاثبات : 


بطرح العمود الثالث من العمود الأول: 





a+x پر رہم‎ (a*x)-x r-x x| ja r-x x 
bey s-y y|-(bt-y» s-y» yb s-y» y 
c+z t-z z| |(etz)-2 t-z z| |c t-z z 
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a r-x x| ja (r-x)+x x ja r x 
b s-y yj (s-y)+y yb s y 
c t-z z| ع|‎ (t-z)+z 2 Jc t z 


(Y)‏ اثبت (بدون فك) أن 


2a 3r x ar x 
4b 6 2y|-(-12)b s y 
-2c -3t -z c tz 


الاثبات 7 





بأحذ عامل مشترك (2) من العمود الأول وعامل مشترك (3) من العمود الثاني - ثم عامل مشترك )2( 
من الصف الثاني وعامل مشترك (/-) من الصف الثالث : 


دب 
` 
et‏ 


2a 3r x a ۰ 
4b és =ار2‎ 2(2 ós 2y 
-X -3t -z -c RE -7 
a r X 
2(23)2b 2s 2y 
c ur 


a F X 


= )2(60()2(( b 


>C 


lw 
~ 

= 
We t 


| 


a r 


= 2)3)2X- Db 


C 


~ Uu 
ta e «X 
بت سح‎ 


z(-12)b s y 
c tz 
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(Y)‏ إثبت (بدون فك) أن 


ور 
ال 
e‏ 
€ 
l‏ 
t2‏ 
7 
لے 
١‏ 
يم + 
11 
il‏ 
ارگ 
~ 
in‏ 

œ X‏ با 


الإثبات : 
* بأخذ عامل مشرك (5) من الصف الثالث : 





a-3b r-3s x-3y| a-3b r-3s x-3y 
b-2c s-2t y-2z|-5b-2c s-2t y-2z 
5c 51 Sz c t z 


* بجمع ضعف الصف الثالث إلى الصف الثاني : + 


4-36 r-3s x-3y a-3b r-3s x-3y 
30-20 s-2t ۱-۵-5 b 0 y 


c 1 Es c t 2 


: الصف الثاني إلى الصف الأول ينتج الطلوب‎ Jul بجمع ثلاثة‎ a 


a-3b r-3s x-3y ar x 
5| b 5 y |=5b s y 
c t z C d 2 


(E)‏ إثبت أن محدد الصفوفة المثلثية هو حاصل ضرب عناصر القطر 
الاثبات : 


دع A‏ مصفوفة مثلثية على الصورة : 





aq di 0-1) au 
0 a» (4-1) a», 
۸4-0 0 
0 0 (ا-ر)9 (1-ر)(ا-رں9‎ 
0 0 0 Gn 


بالفك من الصف الأخير : 
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in ai Az (4-1) Qin‏ (1۔وں41 
An 0 an 9(n-1) a‏ (ا-وں42 
=a 0 ۳ Pus‏ ; 2 
Q(-lyn-1) An-n 0 0 0(5-2Yn-2)  Q(n-2yn-3‏ 
(1-ب)((-و)9 0 0 0 Ann‏ 0 
ٹم بالفك من الصف الأخير : 
din-i) in‏ 042 
d22 d2(n-1) an‏ 
d‏ 0 
@(n-3n-3) (n-3yn-2)‏ 0 
A(n-2Yn-2)‏ 0 0 


وبتوالي الفك من الصف الأخير نصل في النهاية إلى : 


Ja‏ ها 


i=l 


وكذلك بالنسبة للمصفوفة المثلثية السفلی مع توالي الفك من اليف الأول 
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jm an 


an 


81 
0 


۶ = Ann Os - | n-1) 0 
0 


0 


دائمسا . وحيث أن 


المصفوفة القطرية حالة خخاصة من الصفوفة المثلثية » يكون حدد المصفوفة القطرية هو أيضاً حساصل 


-9 





6- 10 
)9( آوجد قيمة 7- 5- 6 
1m‏ 9 10- 
اخل : 
* بجمع الصف الأول على الصف الثالث ثم بأحذ عامل مشترك (3) من الصف الثالث الناتج  :‏ 
ho -6 -9 jio -6 -3‏ 9- 6- 10 
7- 5- 7536- 5- ماع وہ 6 
1 1 ٢إ‏ |3 3 0 |12 9 pio‏ 


* ثم بطر ح العمود الثاني من الثالث : 
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الصفوفات 


10 -6 -3 10 -6 -3 10 -3 
36 -5 36ع7-‎ -5 -2 =3 ]-3cm«19-6 
0 1 1 0 1 0 





۳۲-۲-١‏ تمرينات محلولة على الباب الأول 


(۱) إثبت أنه إذا كانت 4 و B‏ إبداليتين فانه Laf‏ : 
(i)‏ 4 و 27 تكونا إبدالیتین۔ (ii)‏ 471 و 8-1 تكونا إبداليتين. 
(ii)‏ 4 و B^‏ تكونا إبداليتين. (iv)‏ 4 و 8 تکونا إبداليتين. 


. أعداد صحيحة موجبة‎ m تكونا إبداليتين, حیث  و‎ B" "4و‎ (v) 


الإثبات : 
A‏ و 8 إبداليتان ء إذن AB - BA‏ ومنها 





() (ABY = (BAJ = BÎ AT = AT BÎ 
و 87 إبداليتان.‎ AT أي أن‎ 
(iD (4B)! = (BAJ 2 اور ماو‎ 
l أي أن !47 و 8 بدالیتان.‎ 
Gii) ماو‎ BABB! = اومواو‎ = AB" 
۱ (بدالیتان.‎ p^! JA of أي‎ 
نحاول (باستخدام الاستنتاج الرياضي‎ (v) وبانسبة ل‎ . (iii) فهي مثل‎ v) آما بالنسبة ل‎ : 
: الوجبة الصحيحة‎ n قيم‎ e وذلك‎ A"B = BA" إثبات أن‎ (Mathematical Induction 


* عند 1= AB- BA:‏ وهذا معطی . 
* نفرض أنه عند BA" : n=k‏ = ۸۳ ۰ بالضرب (من جهة اليسار) في ۸ : 


-BA 


وبالتالي فإنه إذا كانت النظرية صحيحة عند n-k‏ فان ستکون صحيحة عند 
n=k+]‏ . وحيث أن النظرية صحيحة عند 1= ”م فإنها بالتالي تكون صحيحة عند 
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A"B = BA" 
۰ الصحيحة الوجبة‎ n لجميع قیم‎ 
: 8 بالضرب (من حهة الیین) في‎ . A"B' = 8“ 4” : "= وبفرض أنه عند مم‎ * 


A^ gt 5 A" “ور‎ 7 B* A" B = BÝ BA" = p% 4” 
ست ریت‎ 
=B* 4n = BAr 


وبالتالي فإنه إذا كانت النظرية صحيحة عند mk‏ فإنهسا ستكون صحيحة عند 


A"B" = pg" A” 


. الصحيحة الوجبة‎ nm قیم‎ e 


(Y)‏ اثبت أنه إذا كانت کل من 4 و 8 مصفوفتین إبداليتين وحقیقیتین فان المصفوفة اھ رمیتیےة 
H = 4+ 8‏ حقق 
|H} =A?‏ 


اه + 


بفرض وجود معکوس ل 4 . 





الاثبات : 


£ 





V.‏ أن H‏ مصفوفة هيرميتية » إذن QUU, H7 =H‏ فان 
(A+iBJ' = A+iB => A -iB = A«iB‏ 
وهذا بالطبع يؤدي إلى أن 4 of sh A-‏ 4 مصفوفة B--Bl of (Abs‏ ( أي أن B‏ مصفوفة 
abu‏ بالسالب ) . وبالتالي : ۱ 
HH! - (A -iB(A«iBy = (4+ iB Al + iB" )- (4+iBXA-iB)= 4? + B +i(BA- AB)‏ 
B? ($ 150)‏ + 42 - 


وبالتالي 
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"سما‎ | 2 e + B^ a) 


ولکن 


|" | - era] - eren = part 
: و "4 بدالیتان)‎ B وایضا )0 4 و 4 ابدالیتان و کذلك‎ 

42 + 8 =A + ماه‎ 8° = a(r + او‎ fe) - e + (sf) 
: إذن بالتعريض في (1) نصل إلى الطلوب‎ 
1 «beef 


Af 24 








: حيث‎ A! =TD T? فان‎ TUAT = D, إثبت أنه إذا کان ,)هه‎ (Y) 
Da = diaglat A eee 2 


A. 
: اخل‎ 
T-AT-D, جد‎ A-TD,T^ 
A Ra ALAS Anse 4 
ktimes 
أي آن‎ 
A! «TD TID TTD ۱۰ یط ره ره‎ DT - T(D,J T^ 
ktimes ktimes 





Any ny erem لأي مسفن مربعة ار وأي عدد صحیح‎ died (o 


الاثبات : 





حيث أن 


bee 
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) )47[ a بالضرب من الیسار‎ ( o3 
gewy -wy > aJe) -w 
ر لأن 4 و !4 دابحتان ( . وبالتالي‎ 


مد م6 


)0( بت أنه إذا كانت المصفوفة 4 متمائلة فان 47 ( إن وحدت ) تكون Lal‏ متماثلة . 





: UM 





-("م) ۱۳ (t| =1 > (e‏ مہ (- "44 
وبالضرب من اليمين في ry.‏ 


JEW WF > ما اسم‎ 


أي أن !47 أیضا متمائلة . 


ملحوظة : هذا التمرين يستعمل للتأكد من صحة حسابات المعكوس في حالة المصفوفة التمائلة . 


E tr(Anxn Bua) = 007 ; Ava) إثبت أن‎ 23, 





: الإثبات‎ 
دع‎ 
Amxn = la; | > ره‎ > lo, | , C uum = AB = اما‎ > Doxa = BA = 7 
: إذن‎ 
ره‎ = 3 ay b, d, 3 bik ۷ 
k=l ka 


(4B) = (C) Ye, = Y Y دو‎ 00) 











الصفوفات 
n n m‏ 
tr(BA)- tr(D)- dı = 1 aki ۱ (2)‏ 
isl i=l kal‏ 
دع iek, kei‏ في (2) : 
)3( ۷۷ م ır(BA)= tr(D)= Dik aki = J‏ 
i=l k=l i=l k=l‏ 
و 7 )0( و )3( ينتج أن : tr(AB)- tr(BA)‏ 








(real وأي متحه حقيقي‎ A (skew-symmetric) إثبت أنه لأي مصفوفة متمائلة بالسالب‎ (V) 
x! Ax 20 فان‎ › x vector) 
: الاثبات‎ 


دع 





=a (1)‏ زار x"‏ 
حیث © كمية مقياسية ( الطلوب إثبات أنها تساوي TT‏ ) . من العلاقة (1) والاستفادة من أن ¡. 
متمائلة بالسالب ( 4- - "4 ) نستنتج أن : 

| مره‎ =a" =a > x'A4x-2a-x Ax=-a (2) 


وبحمع )1( و )2( a£‏ أن : 


2 ax)- 0 , x Ax=0 





. )4+8( = كم‎ +B" ات أن‎ (A) 





۱ الإثبات‎ 
A-la]: , B - دع | رم‎ 
۸ + B - |a, +b] إذن‎ 
وبالتالی‎ 


4 7 BJ F lo, + 1 z 9 «b,]- ,رف +| رم‎ [- 4" + B! 
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(۹) إثبت أنه لاي مصفوفة مربعة 4 من رتبة « وأي كمية مقياسية ۸ فان |4|”/ - | . 
الاثبات : 
دع =la]‏ ۸4 93 

waha) Aefa pett SE 


EE E E‏ | ۸( فهي عملية 
ضرب الثابت ۸ في أحد صفوف أو أعمدة ا حدد |d|‏ . 


1-7 
)٠١(‏ أوجد طول التجه ثم حوله إلى متحه وحدة ) (normalize it‏ . 
0 
l-i‏ 
ال : دع 2 دن 
0 
5 
عام د 2+2+1+0=5= ıi 1 oj t‏ اعت Id‏ 
0 
وبالتالي | 
l-i‏ 0-5 
n‏ ال ۲05 د بم 
1 او | ۱۷5 | ۹ | 
(o‏ 0 


. 0۳ acC لكل‎ fdlh oi )۱١( 


: اخل‎ 
|x| =x "x = دما‎ = lax" ax = Va'a EM 


- 



































الصفوفات 


ài o w حيث‎ orthonormal تکون مضفوفة مت وحمدة‎ G1 —2ww! الصفوفة‎ of إثبت‎ (^Y) 
. ) || =1 ( طوله الوحدة‎ 


الاثبات : 





G = 1-2ww' >G" -(1-2ww [ = 1-3ww^ [ 21-30 f w" 21-2» =G 

وبالتالي 4 | 

GG! =| -2ww" |r - 2w |= 1 - 2ww! - ww + 4ww ww 
= [ - 4 ww + 48۷ wî 21—-4ww! + 4ww! «1 


إذن G‏ مصفوفة متوحمدة . 


nonsingular diagonal matrix )دم هي مصفوفة قطرية غير شاذة‎ + 4A)! A إذا كانت‎ (Y) 
. لكي تصبح هي الأخرى مصفوفة قطرية ؟‎ A ما هو الشرط على الصفوفة‎ 


: اخل‎ 
جد 4ا(م+)دم‎  )+ (2۸ => D+ 40 ۸ 
>  D-A-4AD > م‎ - D)- D 


=>  A-LD(r-py! 
: وبالتالی‎ « Dalai] ولکن دع‎ 


1-D «[i-4,] 
| وکذلك‎ 

T 1 

I- M تست‎ 

v-o- 
وبالتالي‎ 

۱ Y d. 

Dll - i| تا‎ 

ü-op -| سكم‎ 
09 of أي‎ 


وبالتالی لكي تكون 4 مصفوفة قطرية يحب أن يكون ۶1 d;‏ وذلك لجميع قيم / . 
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)١١(‏ إثبت أن 
à)‏ ۳ 0 ! 4 
1 پیت مس بح سب | 
Bil,‏ 
b‏ 6١م‏ 4۱ 
Bic‏ 
۱ 
۸4 
iii‏ 4 .رار - ررك , A‏ مات LU‏ ذلك اذا كانت ,4 ^» yx‏ $3 و کانت 421 Ay‏ 
) 2 — 11422 2.4 
I‏ 




















الالبات 
۱0 
(i)‏ دعنا نفك wv »As‏ من العمود PS‏ إلى العمود رقم Dp‏ 
kp‏ 1 
AL Q] ۱‏ 
Adi- g-‏ 0 .۰ 0 0 0 ۲1 
US e 1‏ 100-0 0 
Bo 01 0‏ 0 10 0 از Abo|‏ 
M E‏ ای 
1 1 0 0 ۱۵ | رھ 
m‏ | ! 
0 0 و ۱ 
I O e‏ 0 0 0 ۱0 
(p-I)columns‏ | ر ا 
pcolumns‏ 
At- n‏ 
9 — 0 ] 
ET,‏ 10 
(DÊ2,‏ = 
I‏ 
1- 0 0 
تد مھ 
i (p-2)columns‏ 
وبالاستمرار هکذا : 
! 
EE‏ 0 
BI, (X0)--- (0) ^H (4‏ 














(p-l)times 


: کننا تحليل المصفوفة ۳3 إل الآتي‎ (ii 


110 
UR 


0!c 


a|--t- 


B'I 


دس شهب سے 


B!C 


saque 
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et الصفوفات‎ 


وباستخدام نتائج الجزء (i)‏ نستنتج أن : 





A10 
+8۴ 
۱ 
idee pad انا‎ E بضرب المصفوفة 412 یا 0ج‎ Qi) 
۱ A | 77 a TAa es 


--۔ 2 1 | | s Aa‏ میت تسه 
Ay Aj 11 ^n i i 4» 0 i~ 41 An 4 + 4»‏ - 
. وبالتال » بأعذ sas‏ للطرفين : 


Aj i 4 2 


ا 


42 - AnA آنھ'‎ 








-|4il 


وذلك باستخدام نتائج الجزء (ii)‏ . ولکن 1= || c‏ فإننا حصل على الطلوب إذا ما استخدمنا 
الشروط الوضوعة . 


(۱۵) إثبت (بدون فك) أن : 


a, a 1 bed 
b? b ۱ acd 
n =(a-b)X(a-c)Xa-dXb-cXb-dXc-d) 
c c ]l abd 
d? d 1 abc 


الاثبات : 





* باستبدال الصف الأول ب (الصف الأول - الصف الثاني) » الصف الثاني, ب (الثاني - الثالت) 
والصف الثالث ب (الثالث - الرابع) والابقاء على الصف الرابع 


bcd| |? -b> a-b 0 bcd-acd 


a a | 

b b 1 acd b -c) b-c 0 acd-abd 
e. c 1 abd | - a? c-d 0 abd - abc 

d' d | abc d’ ^d 1 abc 


a -9* a-b bcd-acd| \a-bXa+b) a-b -cd(a-b) 
= - و‎ ~e b-c acd-abd|--|(b-c(b*c) b-c -ad(b-c) 
c ~d? c-d abd-abc|  (c-dYc*d) c-d -ab(c- d) 
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a+b | cd 
=(a-bXb-cXc-djb+c | ad 
c+d 1 ab 


R‏ ثم باستبدال الصف الأول ب (الأول - الثاني) QU) ¥ JU‏ 2 الثالث) والابفتاء على 
الصف الثالث : 


a-c 0 -d(a-c) 
A -(a-by(b-cY(c-d)b-d 0 -a(b-d) 
ced 1 ab 


a-c -d(a-c) 


٠ - 0) - d)‏ پور مت وو 








= (a ¬ bXb - cXc - dXa - 0 1 1 
a 
= (a - 5a ¬ cXa - dXb - cb - dYXc- d) 
: إثبت (بدون فك) أن‎ (33) 
a+b a a = a 


a a+b a 





a a a+b -> a =b" (na +b) 
a a a ce a-b| 
: الالبات‎ 
: باستبدال الصف الثاني ب (الثاني - الثالث)‎ * 
a+b a a a 
0 b -b 0 0 
a qa deb a er a 
A = 
a a a atbh a 
a a a a a+b 


* ثم باستبدال الصف الثالث ب (الثالث - الرابع) : 














الصفوفات 


R O OOR 


a+b 


* ثم باستبدال الصف الرابع ب (الرابع - الخامس) ۰ ... 
(الصف رقم (n-1)‏ - الصف رقم ۸ ) : 


-b 
a+b 
* 


و باستبدال الصف الاخیر (رقم (n‏ ب (الأخير - الأول) : 


a 


0 
0 
a 


. * وباستبدال العمود الأول ب ( العمود الأول + العمود الأخير رقم ): 


a 
0 
0 


-b 
b 


a a 
-b 0 
b -b 


0 0 


o 0 à‏ ده 


O coc 0 n 


a 
b 
0 


20 +b 
0 
0 


-b 


:) ۷-1 وباستبدال العمود الثاني ب ( العمود الثاني + العمود قبل الاخیر رقم‎ ui 
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30+ a 
0 b 
0 


a 


* وباستبدال العمود الثالث ب ( العمود الثالث + العمود رقم 7-2 )وتوالي نفس العملیات e‏ 


حصل على : 


natb a 
0 b 
0 0 


a a 
-b 0 


b -b 





وهي مصفوفة مثلثية » ومن ثم تکون فة احدد هي حاصل ضرب عناصر القطر الرئيسسي . أي 


أن : 


A = (na + be" 


وهو الطلوب SU]‏ . 


ملحوظة : کحالة حاصة للتمرین السابق ) 


= )-2]-[ 


وهذا يفيد في حساب القيم الذاتية Jal‏ هذه ١‏ 


4= مرش - طرا ع ه ) : 





لنظم ( أنظر الباب الثالث ) . 


"T الصفوفات‎ 


۳-۱ مسائل على الباب الأول 


(1) 


)۱۱( 


OY) 


(۱۳ 
O£) 


(^8) 


إثبت التالي لأي مصفوفة حقيقية مربعة ۸ : 

© .)47 4( مصفوفة متمائلة . AT) (i)‏ -4( مصفوفة متمائلة بالسالب . 
إذا كان حاصل الضرب BA‏ للمصفوفتین A‏ , 8 معرفاً » أثبت أن "4 87 = (ABY‏ . 
ااا ,ی کن ات ت ف 
أوجد ا لحزء الهرمييٍ والحزء الهرميي بالسالب للمصفوفة الربعة المركبة ۸ . 
إثبت أنه إذا كانت 4 هيرميتية فان عم x‏ تكون كمية حقيقية . 
إثبت أنه لأي مصفوفة 4 تكون 447 و ATA‏ مصفوفات متمائلة . 
إثبت أن 42 تکون متماثلة إذا ما كانت المصفوفة 4 متماثلة أو متمائلة بالسالب . 
ادا col‏ رہ سیت اڑے أن P^ CAP.‏ تكرن ایام مق لک لأف aka‏ م2 
إثبت أن A‏ تكون هيرميتية بالسالب إذا ما كانت 4¡ هيرميتية ( 1-1 ) . 


إثبت أن المصفوفتين B‏ , 4 تكونا إبداليتين إذا وإذا فقط كانت kl)‏ -4( و (B- kI)‏ 
إبداليتين وذلك لحمیع القيم المقياسية ۸ . 


إثبت أن A, B‏ دوريتان إذا ما كان A‏ = 48 8= 84 . 


إثبت أنه إذا كانت 4 دورية » فان 1[4- Ay = 1e"‏ + /) وذلك لکل عدد صحیسح 


مو حب 7 . 
إثبت أن 4 تكون موقیة إلى الوحدة إذا وإذا فقط كان 0 =(4 + AXE‏ - 7) . 
D pad apad‏ ركد Qc‏ رم وس Ce‏ ور 


إذا كانت V‏ مصفوفة صفرية من رتبة n‏ فان : 


" مقدمة في الصفوفات 


)9( إثبت التالي : 
AT) r4 (ii) tr(4 B) tr(4)+tr(B) G)‏ مام 
(YN)‏ اثبت أنه إذا كانت 8 ,۸ غير شاذتن ‏ فان ۱۸۱ = '(48) . 
(3A)‏ إذا كانت A)‏ + ) موحودة » أثبت أن ü - a) E (1+ A)‏ تكونا إبداليتين . 


38( انیس أن B)‏ +4)- مزه -4) =(8 -4)' 8(4 +4) حيۓ 8 . 4 مصفرف ان 


مربعتان والمصفوفة 4 غير شاذة . 


(۲۰) إذا كانت 0= "ره + ......+ 4ره + زوه -(۸)/ وكانت ۱۸ =8 » فاثبت أن : 
0- "ره + 27 J(B)= aol + a B‏ 
i‏ 0 
(Y*)‏ أو جد متجه الوحدة العمودي على کل من 1 و | 1 
i 0 i‏ 


(۲۲) إثبت أن 











مرا = + اماك Ic‏ 
حيث ۴ x ye‏ و هي الزاوية بين التجهین بر .۲ . 
۱-۵ ۱2۱ | ۱ ۱ 
(۲۳) إثبت أن التجهات | M‏ - |, |0 |,|1- | مستقلة حطیا » ثم حوفا إلى متحهات متو baa‏ 
3 4۱3 


. orthonormal 
. تکون أيضا متعامدة‎ AB مصفوفتین متعامدتن  فان‎ ۸, B اثبت أنه إذا كانت‎ (Y) 
فان‎ › orthonormal مصفوفة متو مدة‎ A إثبت أنه إذا كانت‎ (YO) 


. تکونا متعامدتین‎ 4" , 4۸۱ (ii) | +۱ G) 


المصفوفات 6 


)٢٦(‏ إذا كانت 
sin 0 cos 0‏ 
sinê 0 6000‏ 0 ار sing‏ ہہ 
sin © ` jcos9 0  -sin8 0‏ 8 


0 9۵ 0 - 9 


فان 8۳۱ , !47 B,‏ ,4 تکون مصفوفات متعامدة . 


t 
. مصفوفتان غير شاذتين‎ D , B حيث‎ lois] أوجد معکوس الصفوفة‎ (YV) 


O!D 

5 3 0 0|[xn 1 

4 1 0 حل العادلات الخطية الاتية : 1و0‎ (YA) 
0 0 2 6 0 

0 0 3 7|x, 5 


LA ۸4 ۰ ۳۲ 
من‎ Vandermonde V هي مصفوفة فاندرموند‎ V, [1 A, یر‎ ... ADD إذا كانت‎ )۲ ٩ 


p 


n n "UU n nxn 


l= (4-4) ®© 
| n=% -AXA -a a 
0 ٢ z 57 E 7 وب - 0 د‎ (۰۰) -A Jnl : 2 وبوج‎ (iii) 


l= DIG -4) w 


naj»i2l 
. ) |4| sla, إستعمل‎ ( Ml, >1 إثبت أن 0 إذا كان‎ )۳۰( 
A n in-na? 


ol" 
1| =0 Z4 na" إثبت أن‎ )۳۱( 
A ]0 0 2 


. صحیح موجب‎ ME ng 


© و‎ n» 
© o — 


68 مقدمة في الصفوفات 


(TY)‏ کسی الصفوفات 


5 i -1 2 3 4 
baiak CG. 
m E ا وہ‎ A 
a E را‎ a دی‎ T mpm. 
تی مو و رت‎ 
mecum 00 03 4 


ب مصفوضات iq‏ ج Hessenberg Matrices‏ ( أي الصفوفات الي فيها 
aj; 20, ۷ < j +1‏ ) . اثبت أن هذه الصفوفات دائما غير شاذة . 


(۳۳) إثبت بدون فك أن : 


na بطع‎ na) +b, na +b a Qj 4 
nb +c, nb, + خبطم وه‎ = (n + 1n? = n + 1b, b b 
na * a no t Q, NG * as Q € G 


: آثبت أن‎ c C تنتمي ل‎ 4 , x b حيث عناصر‎ Ax = 8 إذا كان‎ (Y£) 


ج۸ شاه + بك أ براه x, = A;‏ 
) ,4,48 - بر[ 4,47 + ,4( = xy‏ 


حيث ,درب هي الأجزاء الحقيقية real parts‏ للمصفوفات A, x,‏ على الزتيب و 
وو س برل هي الأجزاء التخيلية imaginary parts‏ هذه الصفوفات . 


(۳۵) إثبت أن | + yf = pg‏ + | إذا وإذا فقط كان x, y‏ متعامدين . 


(YY)‏ دع vy vy, vy‏ ,بد بحموعة من الأعمدة المت وحمدة » ودع « متجه في نفس فراغ المتجهات 
السابقة . 


: t] ولا ) التعامد على التجهات‎ 7v- J av, الصورة‎ d) v أوجد المتجه‎ 
i=l ۱ 


eo‏ — وھ وھ 
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الصفوفات — د. مجدي الطویل 


الباب الثاني 





في هذا الباب يتم تحليل العادلات الخطية من عدة وجهات نظر € تحلیلیاً بالتفصيل آحذين في 
الاعتبار e^‏ الحالات € عدد العادلات يساوي عدد ابحاهیل وعدد العادلات لايساوي عدد احاهیل 
.. کذلك عددیا شارحین عدة خوارزمیات هامة تنتهي ب SOR‏ وهو من النوارزمیات التقدمة 
الفيدة في حل نظم العادلات عددياً . 
يبدأ الباب بشرح مفهوم العکوس inverse‏ بتوسع مع طرح أكثر من طريقة لإيجاد المعكوس 
e‏ حل المعادلة الخطية بطريقة المعكوس .. us‏ کان لابد من شرح مفهوم الدرجة rank‏ وطرح 
أكثر من طريقة لایجاد درجة الصفوفة . 


RANK AND INVERSE الدرجة والعکوس‎ ۱-۲ 


۱-۱-۲ التكافوٌ والتحویلات الأساسية 

Equivalence and Elementary Ti ransformations. 
ول ریا‎ cela y acc جل م و ا للا‎ ead كنا‎ 

على الصورة : 4 (B~‏ إذا ما حصلنا على B‏ من A‏ بعدة عمليات تسمی عمليات الصف البسيط 


: وهذه العملیات تتلخص في الآتي‎ Simple Row Operations 
. جمع أحد الصفوف على صف آخر بعد ضرب کلیهما أو آحدهما قي ثابت‎ ۰ 


فمثلا إذا كانت : 
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EN 

li 
بر‎ C = 
O دم‎ N 
دیا طب نم‎ 


فإنه بضرب الصف الأول في 2 : 


B-|0 2 4|-A 


وجمع الصف الأول من 4 على صفها الثاني : 


وبطرح الصف الأول من4 من صفها الثالث : 
B; = 2 4 ~A‏ 


وبإبدال الصف الأول والثاني من 4 : 
4 2 
4 | 3 2 
2 0 
ويمكن إجراء عمليات الأعمدة الٰبسیطة Simple Column Operations‏ بطریقة مشابهه .. فبإبدال 
العمود الأول من 4 مع عمودها الثالث : 
EE ۱‏ 


B,-|4 2 0|- 4 
2 0 1 


it 


وهكذا .. مع ملاحظة أن العلامة ( — ( علامة Equivalence 9S3‏ ولیس علامة " تقریبا تساوي ‏ 
فأي تغییر يحدث في الصفوفة A‏ ینتج 4 * ,8 ولکن (ضافة عملیات الصف البسیط ( أو الأعمدة 
البسيطة ) يجعلنا حصل على 4 - رط : 


الصفوفات 71 


وتسمی التحویلات الأساسية بعملیات الصف البسیط إذا ما ترکزت على الصفرف فقط › في 
ہن ی بعملیات الاعمدة البسيطة إذا ما تركزت على الأعمدة . وتلعب هذه a‏ ان 
في حل العادلات ا خطیة وبعض التطبیقات الأحری مثل إيجاد ریس ب الدرجة Rank‏ و 
ا معكوس Inverse‏ . 


Rank of a Matrix à در جة الصفو‎ ۲-۱-۲ 

jx‏ ف درجة الصفوفة بأنها عدد التجهات المستقلة Independent Vectors‏ في الصفوفة 
وبالتالي إذا كانت الصفوفة 4 من رتبة mxn‏ و کانت po p( A)‏ هي درحة الصفوفة 4 › فان : 

sn‏ ہہ > (4 )م أو sn > m‏ (4)م 

وهذا معناه أن هناك م من المتجهات المستقلة سواء في الصفوف أو الأعمدة » وبالتالي يكون هناك 
(n-p) U‏ أو p)‏ ”) من التجهات العتمدة Dependent Vectors‏ . ومن هذا التعریف نسستنتج 
الاتي : 

: فان‎ > nxn هي مصفوفة الوحدة من رتبة‎ D, إذا كانت‎ (i) 


٠ »و کانت ۶0 رل لجميع قیم ز‎ nxn هي مصفوفة قطرية من رتبة‎ D, إذا كانت‎ Gii) 
: فان‎ 


(iii)‏ إذا كانت U,‏ هي مصفوفة مثلثیة عليا من رتبة nxn‏ ء وکانت ۶0 بيه حمیع قيم 


ا فان : 


(iv)‏ إذا كانت L,‏ هي مصفرفة مثلثية سفلی من رتبة nxn‏ وکانت ۶0 | qu‏ قي 
n‏ هي 2 2 e ü‏ 
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: ۸ لأية مصفوفة‎ (vi) 


: A مصفوفة‎ XN (vii) 


As) ۵ 


وعلی القارئ محاولة إثبات مجموعة القوانین التالية : 


C 


(V) 


" ايت A mt‏ « فان s min (m, n)‏ (4)م 
p(B)‏ + 4)م > (8 * eA‏ 
p(B)- n‏ + (4)م < (48)م حيث n‏ هي عدد صفوف B‏ 


p(B‏ + )4( ذ20 
p(4) + p(B)‏ = وا 


((8)م min(o(4),‏ < (48)م 
إذا کسانت Ban‏ = طورش = ۸4 رکان m»n‏ « فإن 
المصفوفة BA‏ تكون شاذة ( أنظر تمرين ٥‏ فصل ٤-۲‏ ) . 


(۸)م - (ممام حيث a‏ كمية مقياسية 


(A)‏ ۰ إذا كانت A,‏ =4 وکان m»n‏ .فان .447 تکون شاذة 


ار إذا كانت e plna) amen‏ فان 44 تكون غير شاذة 


|(۱۰) إذا كانت A‏ غير شاذة فان p(B)‏ = (48)م 
By» p(4)- p(B) )١١(‏ -4)م 
p(BC) > p(B) + p(ABC) ۹ 5‏ + (48)م 


M ۱۳‏ كانت A = 4:8 = B,,,‏ وكان 48-0 .فان 


p(B) >‏ + (4)م 


plu! 4)- (4)م‎ A$) 
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الصفوفات 
۱-۲-۱-۲ طرق ایجاد درجة الصفوفة : 


: باستخدام التعریف‎ - Í 


وذلك بحل العادلة الأساسية 


min {n,m} 
a, X; x0 


i=l 


حيث f)‏ هي صفوف ( أو أعمدة ) الصفوفة 4 » ومن الحل عکن معرفة عدد التجهات 
الستقلة في هذه ابحموعة وتکون الدرحة مساوية هذا العدد . 


مثال : أوجد در å>‏ الصفو فة 





KZ 


لاحظ هنا أن عدد الصفوف )4 mio‏ آکبر من عدد الأعمدة )3 c n(2‏ لذا فان 3 > (4)م . 


: العادلات‎ de, 
1 3 1 0 
2 -1 -5 0 
Qi 23 + 05 2 + ۵5 8 = 0 
4 ] -7( 0 
a =2 , مد أن اوه , -عوه‎ 


(مکنك التأكد بالتعویض الباشی) . أي أن هناك قيم ل apaa‏ (ليست جميعها أصفارا) 
تحقق المعادلة السابقة وبالتالي فهناك إعتمادية بين التجهات الشلاث ‏ أي أن 3+ (4)م . 
۱ 1 3 
ولکن (علی سبیل ا ثال) التحه p‏ لا یعتمد على التجه E‏ )630 ؟ ) وبالتالي فإن 
7- 

. P(A) «2 


والطريقة السابقة تعتمد على حل العادلات في البارامزات ,ه وهي لذلك صعبة وغیر عملية 
في الأبعاد الكبيرة . 


العادلات ا خطیة 
ب ‏ إیجاد درجة الصفوفة عن طریق Minors «all‏ 
الصفوفة A‏ غير الصفرية یکون ها الدرحة م إذا كان على الأقل واحد من حدداتھا الفرعية 


من رتبة م لايساوي الصفر بینما كل محدداتها الفرعية من رتبا 1+م تکون أصفاراً . 


۱ 3 2 1 
مثال : اختبر درحة الصفوفة |4 3 A212‏ 
| 357 





اخل : 
© 0= |4| ومن ثم فان 4(>3)م . 


: کل ا حددات الفرعية الثنائية المکنة‎ Ael Gii) 


12/1 31 2 1 3 
5 9 x yt etc 
b 4b 4b 453 


. أن هناك على الأقل واحد منها لايساوي صفراً > ومن ثم فان 2 - (4)م‎ ad 


۱ 4 3- 2 1 
مثال : آوجد درحة الصفوفة | 1 2 1- ۸213 . 


Y 


(i)‏ بأخذ کل ا حددات الثلائية الممكنة (عددها أربعة .. اذا ؟ ) نحد أن جیعها أصفارا 


1 -5 8 -7 





ر آثبت ذلك ) وبالتالي فان p(4)«3‏ . 
i)‏ ولکن على الأقل ا حدد الثنائي الفرعي ۳ ۱ oli‏ مزا 








ج إيجاد درجة الصفوفة عن طریق التحویلات الاساسية : 
بعد إجراء بعض التحویلات الأساسية على الصفوفة 4 LP‏ حصل على مصفوفة 8 تکافی A‏ 
( أي 8-4 ) . ومن وجهة نظر درحة الصفوفة فان (8)م -(4)م . فإذا كانت 
الصفوفة المكافئة 8 مثلثیة أو قطرية أو مصفوفة وحدة عکن تحديد درجتھا محرد النظر ومن 
ثم درجة المصفوفة A‏ . 


الصفوفات 
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4 1- 2 1 
مثال : أوجد درحة الصفوفة | 5 3 4 422 . 


5 -2 6 -7 





الحل : 





: بضرب الصف الأول في (2-) وإضافته على الصف الثاني‎ e 


1 2 -1 41 [1 2 -1 4 
4-2. 4 3 5|-0 0 5 -3|-B 
-1 -2 6 -7| |-1 -2 6 -7 


» وباضافة الصف الأول على الصف الثالث : 


1 2 -1 4 12 -1 4 
B-j0 0 5 -3|.|00 5 -3|-C 
=] =2 6 -7 0 0 5 -3 


: وبضرب الصف الثاني في (1-) واضافته على الصف الثالث‎ e 


أي أن 


1 2 -1 4 12-1 4 
C=|0 0 5 -3j~|0 0 5 -3|=D 
0 0 5 -3| ۱0 0 0 0 


A~B~C~D 


ولکن .عجرد النظر نلاحظ أن 2 - AD)‏ )80 ) وبالتالي فان 2 - (4)م . 


ملاحظات $ 


0) 
(i) 


(iii) 


إضافة متحه صفري zero vector‏ لا تغیر من درجة الصفوفة . 

الصفوفة ‏ السابقة المصفوفة الدرجية (السلمية) Canonical Matrix‏ ) وهي 
الصفوفة الي يمكن قراءة درجتها عجرد النظر . وعکن تحويل أي مصفوفة إلى مصفوفة 
درجية (سلمية) إذا ما canal‏ القواعد السابق إتباعها في الثال السابق للوصول إلى 
الصفوفة D‏ . ۱ 


إذا كانت 4 مصفوفة مربعة وغیر شاذة فان : ` 
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م- (4)م > A-I‏ 


أما إذا كانت 4 مصفوفة مربعة وشاذة فان : 
8 
p(A4)-p(B)«n‏ >= 4-2 


وإذا كانت A‏ مصفوفة مستطيلة Rectangular Matrix‏ فان هناك مصفوفة درحية B‏ 
تکون مکافقة ل ۸ بحيث تکون (4)م مساوية لعدد الصفسوف غير الصفرية 
للمصفوفة 8 . 


۳-۱-۲ معکوس الصفوفة Inverse of a Matrix‏ 
۱-۳-۱-۲ معکوس الصفوفة الربعة 


الصفو فة ا مربعة A‏ یکون ا Kaa‏ سا و حیدا Unique Inverse‏ ( ويرمز له بالرمز 47 ) بحیث یکون : 


AA = ۸4۳۱ ۸4 - 7 


وهناك طرق کثيرة لایجاد معکوس الصفوفة الربعة سنذ کرها فیما يلي : 


أ العکوس عن طریق الصفوفة الملحقة Adjoint Matrix‏ 
تعرف الصفوفة الملحقة للمصفوفة 4 ( ویرمز ها بالرمز 4 ) على آنها : 
Au = le]‏ 
عت سی Qj‏ بالعامل Cofactor‏ للصف i‏ والعمود j‏ ويحسب كالاتي : 
-C y" M;‏ 9 
حيث M,‏ هو الصغر Minor‏ للصف i‏ والعمود ز . ويكون العکوس هو 
A‏ 


- 


adj 


4 





وذلك بافتراض أن ۸ غير شاذة ) 420| ) » وعکن مراحعة الاثبات في المرجع ( Ayres A.,‏ 
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3 
1 





الحل : 9« 7302-10 =| 


إذن الصفوفة S‏ غير شاذة ومن ثم فان معکوسها $ موجود . 
































: العوامل‎ 
_ 3ے‎ 2 (aal o ۳ NL 0 
2, > ) 1) 1 072 > >) 1) 1 0-0 ۰ اھ‎ » acre 
فاب‎ 2 5 0 5 0 
وه‎ C1 j^ , an =) ۳ , az =) jn 
a0 3 5 4 5 4 
eC deo وه‎ COD ous ريه‎ CUT durs 
وبالتالي یکون‎ 
-2 0 8 
SL. do 
-10 
0 -5 15 


ومشكلة هذه الطريقة هی کثرة عدد احددات الطلوب حسابها وهی (۱ + مب من احددات 
في الصفوفة المربعة من الرتبة nxn‏ . فمثلا في الصفوفة Aia‏ نحتاج الحساب عددا قدره 16 
من احددات الفرعية من الرتبة 3×3 إلى جانب محدد رباعي . 


ب س طريقة Pivoting Technique S yy!‏ 
في هذه الطريقة تمد الصفوفة 4 عصفوفة الوحدة / على الصورة [7 | 4] ثم يتم الحصول على 
الصفوفة المكافئة للمصفوفة ]11 4] على الصورة B]‏ ! 7] فتکون B ali‏ ھن :زین 

الصفوفة A‏ (أي تکون ۸۱ =8) . 
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5 4 011 
$ 
[sS !1]=)0 3 0 
1 0 


0 
0 
0 1 


oO = 0 


* بأحذ الصف الأول من الصفوفة ]11 [S‏ کصف ارتکاز Pivoting Row‏ والعنصر الأول 
من هذا الصف كعنصر إرتكاز Pivoting Element‏ ۰ و بقسمة صف الار تکاز علی عنصر 


: على‎ Jet الإرتكاز‎ 
5 4 0۱۱ 0 0[ ]1 6 0۱ 6 0 
2 | : 
اہم 1 210 3 ۱0-[/۱؟]‎ ٥ 3 210 1 0 
l 
01 0:00 1| 0 1 010 0 I 


* ثم بأخذ الصف الثاني من الصفوفة الناتحة کصف إرتكاز والعنصر الثاني منسه کعنصر 
إرتكاز وقسمة صف الارتکاز على عنصر الارتکاز نحصل على : 


1 % یرہ‎ 0 0 (1 %4 04 0 o 
[si-o 3 210 1 0-0 1 410 پر‎ 0 
0 10:0 01| 0 1 010 0 1 


0 
۱ وبضرب صف الارتکاز الثاني في (1-) وإضافته للصف التالث و کذلك بضرب صف 
الارتکاز الثاني في .)4 7( وإضافته للصف الأول نحصل على : 


1% 0% 0 ۵ 1 0 -Xi -4s 0 
]5 ۱۱-۱۵ 1 xio پر‎ 0۱۳/0 1 %10 AM 0 
0 1 010 0 1| 00 -Z!0 - 1 


* ثم بأخحذ الصف الثالث من الصفوفة AUI‏ کصف ارتکاز والعنصر الثالث منه کعنصر 
إرتكاز وقسمة صف الارتکاز على عنصر الارتکاز نحصل على : 


! 0 ی‎ -4s 0| |1 ۵ -Xi -4s 0 
[i]-]o ۱ 4210 x 0-01 74 ۲0 X% O0 
۱ 
0 0 -Z4!0 -x ıl 00 1 !0 پر‎ -X 
I = s 


* وبضرب صف الارتکاز الثالث في )965( وإضافته للصف الأول و کذلك بضرب صف 
الارتکاز الثالث في (/2-) وإضافته للصف الثالث نحصل على : 
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1 0 -%1 -4s 0 1 0 0i% 0 -& 
[s:]- 1 x |o M4 واه ۱ ماه‎ o 1 [ris] 
00 1/0 پر‎ -A||00 1!0 X -% 

وبالتالي تکون 
A0 -A‏ 
s'=|0 0 1‏ 
-A‏ 4 0 
لاحظ أن : 
() طريقة الارتکاز تعتمد على إختيار صف للإرتكاز يعتمد عليه لتغيير العناصر ال أعلى 
أسفل عنصر الإرتكاز لتكون أصفاراً . 
(ii)‏ عدد عناصر الإرتكاز يساوي عدد صفوف الإرتكاز وكل منهما يساوي n‏ (رتبة 
الصفوفة) . 


Gii)‏ عمود وصف الإرتكاز القديم (أو القدامى) لا يخقار منه عناصر الإرتكا 
الجديدة UP MNT‏ عند الاختيار الجحديد . 

(iV)‏ يستحسن أن تكون عناصر الإرتكاز هابطة على القطر الرئيسي كما هو مبين بالشال 
السابق ۔ ۱ 


ج — طریقة التجز ئ Partititioning‏ 


في هذه الطريقة يتم تحزئ المصفوفة A,‏ إلى م . فإذاافترضاأن 


21 1 22 


1 
ی و c A`‏ فان المصفوفات الفرعية Aj By‏ يجب أن تحقق التالي : 


Bj | B 
۸8-1, > E ze ps 1 3 le 3 
ريك‎ | 42 | Ba ! أو‎ (O'I 
وتؤدي المعادلة الأخيرة إلى‎ . remo التجزی الناسب لعمليات الضرب وأن م‎ "EMO 
: معادلات هي‎ e 


Aj By + AB =1, , AB + 4;Bj = O 
An Bi, + روقاييك‎ = O , را = 422822 + ورظ روم‎ 
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وبحل العادلات الأربع الصفوفية (مع مراعاة إتحاه الضرب) للأربع بحاهیل (الصفوفات) ر8 
عکننا الحصول على العکوس B‏ . وتست‌حدم هذه الطريقة لبعض الصور الخاصة للمصفوفات 
ذات الأبعاد الكبيرة مع الاستعانة بالنتائج التالية 


AD+CB'=0 > A4D--CB > ن0ا دم‎ 


ںاھ دم >= BE=-CA‏ > و -وو ١+‏ بی 


مثال : حل المثال السابق باستخدام طريقة التجزی 





حيث 


s] -g-b -4[ |‏ ا بے م f‏ 4--م 


وهذا يعطي نفس النتيجة السابقة مع استعمال القاعدة الخاصة بالصفوفة الثنائية فقط : 


a p -1 Lig. -B8 
سدح رھ > = رھ‎ 
لل هه د ار ده‎ E 
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|4| = a0 - x8 0 


ملاحظات : 


(D)‏ إذا كانت [ره] = ۸4 مصفوفة قطرية فان لاد قطرية Gaf‏ بشرط أن ۶0 ره 


dii 
, 1 لجميع قيم‎ 
. إذا كانت 4 مصفوفة مثلثية عليا (سفلية) فان 4 تكون أيضا مثلثية عليا (سفلية)‎ Gii) 
caius إذا كانت 4 مصفوفة منمائلة » فان 075247 ایضا‎ (iil) 


. 4" = AU. فان‎ ( AT AS (أي أن‎ Unitary مصفوفة وحدوية‎ A إذا كانت‎ (iv) 


۲-۳-۱-۲ معکوس الصفوفة المستطيلة رالعکوس الأيمن والعکوس الأيسر 

ہے ۳ 12/170۷2756 Right and‏ 
إذا ما كانت 4 مصفوفة مستطيلة رتبتها mxn‏ فان Ag‏ (رتبتها nx m‏ وبحيث ,1> 44 ) 

تسمی العکوس الأعن للمصفوفة Right Inverse of A‏ . كذلك الصفوفة Ay‏ (رتبتها nxm‏ وبحيث 

Tu ) 4,4 > I,‏ العکوس الأيسر للمصفوفة Left Inverse of A‏ . فعلی سبیل الثال لتکن 


xb ssh. Seco 
12م‎ 1 


۱ f 
جک رك‎ f 
Q3 f 

: نصل إلى الاتي‎ o3 


a-f ۵۱2 A 1 0‏ 
1 ۱0 و۸۵ ,28+ رھ ور - وه |- ۸ ره 
p; 0 0‏ 2 + و٦‏ و - وه 
du,‏ نصل إلى تسع معادلات في ست بحاهیل : 
p, >1 a + 20 =0 B, - 0‏ - 0 


© © سب 
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a, *2f,-1 , ۰ 6 =0‏ 0= 2 - وله 
1= و8 , 0 - 2 + وه 5 0= Û‏ - وت 


العکوس الأيسر غير موجود . 


کذلك دعنا نفترض أن 


A A 
Ar =| ولا با‎ 
۲۱ V 


فان 


da -| AtA M+ | 1 0 
m = 
- و2۸ + رار‎ ۲۷۷ ~A, +24 +v 0 1 


وهي تودي إلى أربع معادلات في ست بحاهیل : 
لذلك فهناك عدد لانهائي من الحلول . وعکن توضیح ذلك كالآتي : بحذف AA,‏ من العادلات 
السابقة نصل إلى : 
+v, =1‏ و3۸ , 1ع ۲ + 3۸ 
وبوضع قیم احتيارية حهولین من ا حاھیل الأربعة 2 (مثلا دع 0 - وم = م ) نحصل على 
احهولین الآخرين )81 و < (v‏ ثم نعود لنحسب ا جحاھیل ALA,‏ )20 ;21,4 4( وبالتالی det‏ 
على أحد الحلول للمصفوفة Ap‏ : 


— o o0 


1 
Ag =| 0 
1 


0 -1 
-2 -2 


الصفوفات :2 


. قد یکون للمصفوفة ب4 معکوس آیسر ولیس ها معکوس أيمن أو العکس‎ (i) 
قد يكون غير موجود وقد يكون (إن‎ ( Ap أو‎ E Vue (ii) 


وحد) غير فرید . 
(iii)‏ 





ALA = I, (1) 
AAR = Im (2) 


وبضرب (1) من اليمين في Ag.‏ فان 
A, AAR = Ih Án = AR‏ 


Alm = AR 


c. 
G, 


A; = م4‎ 


وهذا oy. bs à‏ افرض أن A‏ ها معکوسان 42 من الیسار . 931 من 


وكذلك : . A2 = AR‏ 
وهذا يع أن : ررك = Arı‏ 


1 


ي آن العکوس اکر ان اھ فهو فرید . رر idi‏ لمعکوس شی 


84 المعادلات الخطية 


ملاحظة : هذه النظرية تودي إلى أنه إما أن یکون للمصفوفة ررررر۸ معکسوس أيسر 
,۸ فقط أو معکوس أعن ب4 فقط . وقي حالة وحود أيهما فانه یکون غير 
فرید . وني حالة وجودهما معا فانهما یکونا فریدین ویکون 4 = را . 


فمثلا : 


1 1 
۱ 4 


1 10 0 4 1 
; ۳ 5 0 ۳ | المكوسات اليسري مث‎ 
5 1 -2 H 1 2 i fs * 


LX ۳ 5 - 7 1 -2 n 
. (وهو ایضا فرید) وواضح أن مك = رك‎ 4, -o i | ومعکوس آیسر‎ 


Bits اا‎ co Bey قد لا يكون للمصفوفة 4 معکوس أيمن أو معکوس أيسر‎ (iv) 


80 ؛ l‏ | : 7 
الصفوفة مربعة وشاذة . فمثلا إذا كانت | | - 4 (واضح أنها مربعسة وشاذة) 


وافترضنا أن 0 1 A,‏ فإننا حصل على : 


Q4 Q4 


0۱ + وه‎ 20 , qta =l , 0دبيه+يه‎ , œ +a =l 


وهذا بالطبع مستحیل . كذلك إذا افترضنا أن 1 ,|^ Ub‏ حصل على : 


۸ 3 
B, + B >1‏ , 0ع وثم+ 6 B tfl.‏ . 0= برق + Bi‏ 
وهذا أيضاً مستحیل . وبالتالي فإن الصفوفة 4 ليس ها معکوس أن أو آیسر . 


وعکننا تلحیص النتائج السابقة كالاتي : 
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: حل العادلات الخطية (عدد العادلات = عدد اجاهیل‎ ۲-۲ 
SOLUTION OF LINEAR SYSTEM OF EQUATIONS ( m — n ( 


تعتبر العادلات الخطية في الصورة 
Ax=b‏ 


من الشاكل الرياضية اشامة aa ea‏ والبحتة علق السواء » حبث يكل 


عمود المجاهيل وتمثل 4 مصفوفة العاملات » في حين یمثل التجه b‏ متجه اللوابت . وسوف نقدم في 
هذا ابحزء AE‏ تفصيلياً یتناسب مع آهمیتها على مستوی الطرق الباشرة Direct Methods‏ و کذلك 


على مستوی الطرق غير الباشرة Indirect Methods‏ . 


۱-۲-۲ حل العادلات الخطية التجانسة 
System of Linear Homogeneous Equations‏ 
d‏ حالة ما إذا كانت 5-0 (أي في الحالة 0= m (Ax‏ العادلات بالعادلات الخطية 


التجانسة . وهذه ا حالة لها حالتان فرعیتان » هما : 


وره يؤ 
يؤدي 
o Ju‏ 


c. 
G 


P A)<n J A om i ; 
ped 9 ; Y se 
«€ ndi على‎ 





x* 
x 
Xp. 
! 31 5 s: 
rne 
i Xn 
619. 
O! 


۱ 
لعادلات ۱ 
خطیة 
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الصفوفات 


اہم 5 


X5 x 2 
I, : +9 Q UM On-p =0 
Xo X, 


n 


وهي (p)‏ من العادلات المستقلة في (n)‏ من ابحاهیل . وبفرض أن 


Xp+l 4 
Xp+2 8 - وہ‎ 0) 
Xn = Cn-p 
فإننا نصل إلى‎ 
۴ €i 
X2 C2 
: -]0 i 0 | LN Qn-p : - 09 1 cQ» i di "EC (2) 
Xp Cn-p 
نصل إلى‎ wp )2( وبإضافة (1) إلى‎ 
^] [e] [e] [e] [e Or- 
X) -1 0 0 0 
۱ 0 -] 0 0 0 
x=] x, |< اوه +| 0 اه‎ 0 |*e|-1|*e ۰ + ام-به‎ 0 
77 0 0 0 -1 0 
Xn 0 0 0 0 1ه‎ 





2 3[ ۱ 2 3][12 3] [1 0%] ع‎ 
0 3۱-0 -4 -3ļ~ 1X0 ۱۱] کلم‎ 

- 2-344 | [010 
2 6( |0 -4 -3| |0 o oj |0 0 
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وبالتالي 
17 
=h , a-l%‏ م] 
أي of‏ 
IEZ‏ 
x < 6 31‏ 


-1 


۲-۲-۲ حل المعادلات الخطية غير المتجانسة 
System of Linear Non-homogeneous Equations `‏ 
قي حالة ما إذا كانت 0 ۶ م تق ال ما سی بالعادلات ا خطیة غير التحانسة .Ax=b‏ 


وهناك ثلاث حالات سنتعرض لها هي : 


۱-۷-۲-۲ الحالة الأولى : «-[۵ ! 4]م = (4)م « حيث ]15 4] تسمی المصفوفة الموسعة 
Extended or Augmented Matrix‏ . في هذه الحالة تكون 4 غير شاذة وبالتالي فان المعكوس 
"4 يكون موجوداً وعکن ا حل إما بطريقة المعكوس ( أي ۸۵ <) أو بطريقةالحذف 
Elimination Method‏ أو بطريقة التقسيم إلى مصفوفات مثلثية علوية وسفلية L-U‏ 
Factorization‏ أو غيرها من الطرق ا مباشرۃ Direct Methods‏ . وفي جميع حالات سوف Jat‏ 


على حل وحيد Unique Solution‏ . 


: Inverse Method طريقة العکوس‎ — Í 


في هذه الطريقة نحسب معكوس المصفوفة 4۱ بأي طريقة من الطرق السابق وصفها 
في الفصل السابق ثم نحصل على JH‏ على الصورة ۸4۱۵ x2‏ . 





الصفوفات 
اخل : 
1- 4 ] 1 0 211 1 
cw qm ue‏ !4 3 
— اک |= اھر جه کم رو A=‏ 
E ۱112 -‏ !0 0 
I‏ ۱ 
5 1- :19 1 0 
حيث 
D=‏ 


( أنظر طريقة التجزی في ۱-۳-۱-۲ ) وبالتالي يكون JH‏ هو : 


* -2 bg x -441 -A 
X= 2 = ^ - 0 ١ A 2 = 4 
0 0 


X3 ! ور‎ 79 0۱ |-A^ 
ام‎ | 0 0 ۱-8 A]3| | 4 
یت سس سس‎ 

۸4 


ب — طريقة اخذف Elimination Method‏ : 
في هذه الطريقة تمد مصفوفة العاملات 4 بالتجه ‏ لتکوین الصفوفة الوسعة |۵ ! 4[ 
ثم تحری بعض عملیات الصف البسیط ثلحصول على مصفوفة MIR‏ حكن من خلاها حل 
العادلات بسهولة أكثر . ۱ 


Jua‏ : حل العادلات 


x-ytz-5 
x*2y42z < 0 
32 + 2 < 1 





اخل : 


]13 رمزنا للصف رقم i‏ بالرمز ۶ وباعادة كتابة العادلات كما هو مبین بالجدول التالي « 
نحصل على : 





العادلات الخطية 


x 
1 
1 
3 
1 
0 
0 
1 
0 
0 





ونظام العادلات الأخير اکثر سهولة الحل حيث يعطي الآتي : 


- 32 2-19 mw dia 

1 - - )در > 5 -2 + بر3 
-y+z=5 >‏ 

x-y+z x-5-i 12 167 


ویکون الحل هو 


16 
9 


x 
y|-|-A 
2 VA 
Gauss - Gaurdan و طريقة جارس — جوردان‎ Gauss Method قادم مثل طريقة جاوس‎ 


04 وغیرها . 


: L-U Factorization : L-U حل - طريقة التقسیم‎ 





(حداهما مثلثية علیا U‏ والأخرى مثلثية سفلی L‏ أي نحاول وضع 4 على الصورة : 


A= LU 
: تأخذ العادلات الشکل‎ uu, 


" الصفوفات 


وبوضع 
حصل على 


Uxzy 
Ly =b 
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Ax = LUx =b 


وبحل المعادلات Ly = b.‏ بطريقة التقدم Forward Method‏ عکن الحصول على التجے y‏ .. 
ثم بحل العادلات y‏ بل بطريقة ji‏ حو ع USS Backward Method‏ الحصول على متجه 


احاهیل × . 


L, عن الطريقة الى عکننا بها تقسيم مصفوفة المعاملات 4 إلى الصفوفتین لا‎ Ul 


فهناك طرق كثيرة .. والطريقة العامة هي : 
* تقسیم الصفوفة إلى 
ا شہستتے 
i u3 UM‏ را | 0 0 0 1 
by 1 0 | 0 un 3 42n‏ 
ly ly 1 0 0 0 u33 Was‏ -[ رها - ۸ 
Unn‏ 0 0 0 1 و و 7 
L U‏ 
وبالتالي یکون 
u-da,‏ 
۱ 2 = 14 
الصف الأول > و۵ = ورلا 
ر(ھ Ws‏ 
a a‏ 
ل سے ل سے رواج ريه = lu‏ 
An‏ 1۱1 چیا 
a a‏ 
ل ے لقت 2 روات liu = a4‏ 
العمود الاول ۳ 531i > ۳*31 wi y‏ 
a 0‏ 
ے اہ سے راک مہ = lati‏ 
۱ % — 


بشرط آن £0 ره = رر ۰ 
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* ثم نحسب بقية العناصر في الصف الثاني والعمود الثاني : 


Diu? + un = ووه‎ >un = dy - lup 
I 15 FU = dy DU = 29 -[ 1413 
$ 13 + 23 23 2 5 بقية عناصر الصۂ الثاني‎ 


Diii, + Uan = 05,724), = Azp - Din 


أي أن 
-lrn , n22]‏ موه = -lrn , n22] n2 [uan‏ موه = Wy, = d, — [uan‏ 
(az - 12) - hu)‏ 
= رواد روم = = 5juy‏ + ور 
Ca una) i .‏ 
)4142 42 
بقية عناصر العمود الثاني = ,821 = hit + luy‏ 
-hu‏ 
china) amo)‏ 2ا ۔ راک ap‏ = جرلاوما + Latha‏ 
أي of‏ 


u‏ — ور 
-6n ni 12) ۲ n»2 : uy 0‏ را 
422 


* ثم نحسب بقية العناصر في الصف الثالث والعمود الثالث : 


(l3 + 5253)‏ - ووه = 3 >= ووه = وولا + 2123 + hys‏ 
(sita + haun)‏ - بيه = وولا = موه = ووا + 2124ا + وبلاروا 


thn + atta + ہولا‎ mda, = uzy = azp - (bt + haus) 
(بقية عناصر الصف الثالث)‎ 


أي أن 


uzn > ,ره‎ ~ (tn thy) , 3 
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۳ [as - (atas + lauz )] 


l413 + وولارو!‎ + hys = ووه‎ => ds 7 
33 
- lass - sns 1225.) 


وا = ووه = 153454 ورلاروا + وراروا 
s 433‏ 
[os ۶9 MUR + 02 Jl‏ 
RET‏ تست د m dy > lp‏ وولاوہا + وولاویرا + latis‏ 
433 
(بقية العمود الثالث) 


أي أن 


ا ور Us thx)‏ ووا ہے 


433 


Ia 


n 


ثم حسب بقية العناصر d‏ الصف الرابع والعمود الرابع: 
بقية عناصر الصف الرابع : 


lassa)‏ یلوا + @q — (ama‏ = 04477444 = پہلا + lanting + l433,‏ + مورا 


lays + وولاوها‎ + 1433s + ويلا‎ = 0457 Mas = das ~ (laris + lazus + lagus) 


láin + برولتووأ + برجلاجوأ‎ + Ugn = برولاخ برو‎ = Ayn - (Lus, + lazun + lus, ) 
: E 
ي أن‎ 


ا 


Man = Ahn — (Ls + lazuan + l433, ) , n24 


بقية عناصر العمود الرابع : 


[as4 E (s14 + dw, + 1354 ([ 

lg mM‏ > ووه = وږوا +  I53u44‏ 2124ء1 + مرو 
44 34 

- ass - (ana + وطنوما‎ + 16334 ) 


: روا >= بوه = I444‏ + پولاوی! + برلاما + e114‏ 
44 


۱ ۳ la 4 (Lun + In2t24 + وولاوبأ‎ J 


Day, + Duos + luus, پبلایہا+‎ m وہا >= موه‎ 7 
دج‎ 44 


2 


ي آن 


apa - uua Iu, + |1 
n4 7 14 t ۸2۷24 t las 3) n»4 , ug *0 


0 


la = 
24 


وهكذا .. ويمكن تلخيص الخطوات السابقة كالآتي : 
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الخطوة الأولي : تقسم مصفوفة العاملات 4 إلى LU‏ بحيث تکون L‏ مصفوفة مثلثیة سفلى 
عناصر قطرها الرئيسي الوحدة (li =1, Vi)‏ والصفوفة U‏ مصفوفة مثلثية علیا . 
الخطوة الثانية : نتبع خوارزمي الصف ثم العمود Row - Column Algorithm‏ لایجاد عن‌اصر 








: كالاتي‎ L, U الصفوفتین‎ 


su 








Urn = Q2, ¬ bihn > 








"RR (an 5 latin) 


m= n>2 


422 


3 , (مدورا+ (thn‏ - موه = ہوا 


pue [an3 = tas + Inau) , n>3 , ug +0) 


u33 


Ugn = 04, - (Lim, + yu), laus, ) , n24 





۰ 
E [an4 = (mtn + وا + بویا‎ 
n 
U44 
k-l 
kn = رو9‎ - 2 guy , nzk»l 
5 
e 
ا‎ 
ank — Ya 
ادر‎ 
lak = , n>k>l , 
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مغال : حل (باستخدام اسلوب (LU‏ العادلات 





2 0 1 1 0 Oļu] 5p " 
1 2 0j- bı 1 0| 0 102 15 
2 3 4 hi رط‎ 1 0 0 U33 
—Á— اال ااا‎ —M 
A L U 
: U الصف الأول في‎ o 
2 0 1| 
Ug, و‎ n2l > U=|0 wj, uj 
0 0 وولا‎ 
: 1 العمود الأول في‎ o 
1 0 0 
ہیں‎ , n>l , مره‎ > L-|W.1 0 
£ 
H 1 يك‎ 1 
: الصف الثاني في ل‎ e 
2 0 [1 
برولا‎ = 03, 7 Bin $ n22 > Uz|02 -4 
0 0 u; 
: 1 العمود الثاني في‎ » 
( m 1 0 0 
Ip = mà 2 , n22 , uy $0 > ماع‎ 1 0 
۷2 1 pA 1 


وبالتالي تکون الصفوفة 1 قد تم تحدیدها بالکامل . 


96 


العادلات الخطية 
o‏ الصف الثالث  U‏ : 
1 0 2 
us, = azn - (litan +t) , n23 > U-10 2 -4‏ 
5 0 0 
وبالتالي یکون التقسیم النهائي هو : 
1 0 02 0 1 1 0 2 
X4 1 ojo 2 -Z‏ -|0 2 1 
X 10 0 4‏ 1] |4 3 2 
A L U‏ 
انیا : حل العادلات : 
Ax-b > LUx=b > Ly=b‏ 
—— 
=y‏ 
E‏ 
1 ے Ow) [1 y‏ 0 1 
پل -ا=ر >= ج = يرجه - ور + برد 2 0[ »|9 1 Á‏ 
-A‏ ج = وبرج > ویر + ویر + رر A lh» [0j‏ 1 
L y b‏ 
وبعد معرفة التجه بريمكن معرفة التجه x‏ من حل العادلات Ux =y‏ كالاتي : 
x 1 By cac = -4 7‏ 1 
i$ => x= -%;‏ مرج کت = وبرج - ر×2 د -y‏ =| 2 - 0 
ولا - كات M 2x, T X3 = 12x‏ رج X3‏ 1 0 0 
15 تست ہمت سم 
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: ال‎ 
: الصف الأول في ل‎ o 
2 0 0 3 
1۷ u u 
uy, = ain N 2 لاک1‎ = He 
0 ug 34 
0 0 0 uj 
: 2 العمود الأول في‎ » 
1 0 0 0 
1 0 
_ ۱ qaa 
la کہ‎ n»l , 0خ ره‎ > 0 dy 0 
بر‎ ly ls 1 
Pe A e T. 
20 0 
02 3 
uj = dy lun nz2 > U= 0 0 ds 
0 0 0 
: العمود الثاني 2 : ي‎ o 
1 0 0 0 
(2na - nı2) 6100 
] = 22 87H27 n>2 , مه‎ ۶0 > L= 
? uy 0 1 1 0 
y % l 1 
: U الصف الثالث في‎ e 
2 0 0 3 
0 2 3 X 
us, = A, - tty, + I3, ) , nz3 > U= 0 0 -6 - 
0 0 0 %4 
: L العمود الثالث في‎ o 
1 0 0 1 
_ [an - (biun + ol (om pe 5100 
و وت‎ S ولا , ۸<3 و‎ # 0 E 39 
لک‎ %1 


. قد تم تحديدها بالکامل‎ L تكون الصفوفة‎ (UU 
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: U الصف الرابع في‎ o 
200 3 
023 ہو‎ 
WIU pu, = aas - (litin + batian + laztan) , n24 > U= 0 0 -6 7 
0 0 0 -3% 
: وبالتلي يكون التقسيم النهائي هو‎ 
۳ 3 
1 2 3 4 | 1 0 00 2 3 5 
0 2 -3 1 |0 1 1 00 0 -6 -Z 
1 3 0 0| پرا‎ 4 4 ۱10 0 0 -3% 
سس سس‎ 


A L U 


: Cramer's Method طريقة کرامر‎ — > 


وهذه الطريقة تعتمد على ا حددات ولیس الصفوفات وفیها یکون 


4| هو محدد مصفوفة العاملات 4 و |A|‏ هو ا حدد الناتج من |A|‏ بعد استبدال العمود رقم i‏ 





حيث 


فيه بعمود الثوابت b‏ . 


مثال : باستخدام طريقة كرامر حل مجموعة المعادلات : 
x-ytz-320‏ 


0= 5- 2+32 
0= 16- 42 - بر 





ال : 
بحموعة العادلات السابقة يمكن وضعها قي الصورة 


3| اعد 1 1- 1 


e 
N 
دن‎ 
li 


الصفوفات 
ومن ثم نحصل على 
1 1- 3 1 1- 1 
32-4 2 4|2|5| 312-3 2 4-0| 
4 0 16 4- 0 1 
3 1- 1 1 13 
l4|-|o 2 521‏ 6--|3 5 0-|4| 
16 0 1 4- 16 1 
وبالتالي یکون 
٦‏ 5 13 13- )ما 
|o] -64 64 1‏ 
x-|ly|-— 64‏ چ — = لش تست سے 
m‏ وا = 13 13- 4| 
و ا ماج 
در 13- 4| 


Jui ۲-۲-۲-۲‏ الثائیة : > (ط ١‏ 4)م = P(A)‏ 
في هذه الحالة يكون العکوس 4 غير موجود ومن ثم لا Jo p‏ حل متفر د Unique Solution‏ 
ویصبح هناك عدد لانهائي من ا حلول على النحو التالي : ۔ 
e 9-e‏ |2 


مخال : حل مجموعة المعادلات 
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العادلات ا خطیة 
الحل : 
1 5 3 0 0 1 
1 |2 1 1 0 
2 اا5 1 1 1 
X4 0‏ 1 1- 1- 1 
الس M‏ يسيب 
b‏ * 4 
091 ; 1 0 10 
او ]21 2!1 1 1 0 
a.c raus qs‏ هت =| ! 4] 
200 ج 2 1 1 1 
0 0: 0 1- 1- 1 
quu,‏ 
ر3 +1 3 0 1 
eı + 2c;‏ +1 2 1 1 
x=‏ > |7 إن +|-- إن x=Î-|+‏ 
6 - 0 1- 0 
6- 1- 0 0 


حيث cuc‏ وابت عامة . 


۳-۲-۲-۲ حالة «n‏ ل۸)م (ط ¦ رام = pA)‏ 


في هذه الحالة تکون A‏ مصفوفة شاذة وتکون العادلات عندئذ غير متوائمة مع بعضها 
Inconsistent Equations‏ .. وبالتالی لا یوجد حل 3( هذه االة . 





باستخدام الحذف 


1 0 3111 [10 3:11] [10 311 
i i & 
۸۱52۱0 1 4!1j|-.|0 1 4۱1-0 1 4! 1 
1 i ۱ 
1 1 7!1[ [0 1 4۱0۱ jo 0 0۱-1 
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3 (ظ۸۱)م , p(4)-2‏ 
وبالتال ی لا یوحد حل هذا النظام غير التوائم حيث أن العادلة الأحيرة في النظام المكافئ تودي إلى أن 
*0-2-1* وهي نتيجة لا يمكن قبوفا مما يعن أن JH‏ غير موجود . 


۳-۲-۲ استعمال ضرب کرونکر في حل بعض العادلات 
„AnxnX nxm = Cum , CzCun = le] , X =X nxm zb]‏ 


حيث X = X,‏ مصفوفة بحهولة . في حالة n‏ = (4)م فان ا حل یکون على الصورة ۸۱6 X‏ 
وعامة فإنه عکن تحویل العادلات إلى الصورة العادية التحهه Vector Form‏ كالاتي : 


2 
حیث‎ (481, sc فان ذلك یکافی‎ CALL Xu, = ٤ےہ أ ]13 كان‎ 
c - [ei C2 °" Cim Cn 22 ° Cm cU Cm Cm cU Gu 
دع‎ [*ı, Xp cU Xm X1 X2 cU Xm ييا‎ Xn X cU Sel 
2 
فمثلا 131 کان‎ 
aq a|x» 2 qo 
وه‎ 6 | <5 X4 C3 C4 
فان‎ 
a 0 a ۸ 2 
0 a 0 وہ رد | يه‎ 
4 0 Q4 0 X3 C3 
0 a4 0 ۵ C4 
وهذه هي‎ 


)۸ © kac 


وري ۱ 


ب سے إذا كان پر «XL Bau‏ فان ذلك يكافئ (p © 87 koe‏ حيث ٭,ء كما سبق في أ 
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AnxnX nxm +X Bom -C‏ £ فإن ذلا ك یک فئ 


nxm nxm 


جے - والان a‏ كان 
معز B‏ 1,8« ,4&1( » والأخيرة تعبر عن (mn)‏ من العادلات . فمثلاً إذا كان 


پر کٹ رد ٹر 


op‏ العادلة ول = XB,‏ + ر4 يمكن تحویلھا إلى ء = ع[ 87 © ا + را © 4) كالآتي 


10 2 01 [2 1 0 Oæ] lai 
0 1 0 2 " 1 4 0 0۱2 |_| يه‎ 
0030 002 1 X51 C31 
0 0 3 00 1 4] x cn 
نصل إلى العادلات‎ diu, 

3 1 2 0 xu 1 

1 5 0 2 Xn 5 C 

ره | أب |1 5 0 0 

0 0 1 7 X42 C2) 

وال عکن حلها بطريقة حاوس (مثلاً) . 


ملحوظة  :‏ إذا وضعنا ( 87 © ,1 + ,1 ® 4) - 2 ني الحالة ر ج ) فان حل العادلات Dx-c‏ 


Elimination Methods اخذف‎ J p £-Y-Y 
في هذا الفصل سوف نقوم باستعراض بعض طرق الحذف الشهورة وهي طرق مشهود للها‎ 
l . بالکفاءة في حل العادلات الخطية‎ 


: Gauss Method طريقة جاوس‎ ١-٤-۲-۴ 

في هذه الطريقة يتم إيجاد مکافی للنظام [ط ! 4[ بعملیات الصف البسیط للحصسول على 
220 حيث U‏ مصفوفة مثلثية علیا . ثم يتم الحصول على المجهول برد یلیه × نسم ود 
وهکذا  FEF‏ × وهو ما Lone‏ ال بالر جو ع Solving Backward‏ . 
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حطوات العمل : 

* التأكد من أن ۶0 ,ره وأحذ الصف الأول من [A1 b]‏ کصف إرتكاز Pivot Row‏ 
mec )‏ كذلك لأنه سيكون حور الارتكاز الذي نرتكز عليه لتغيير العناصر في العمود 
الأول إلى أصفار فیما عدا (a‏ . 

* التأكد من أن ۶0 d»‏ في الصفوفة المكافئة [c]‏ ثم نأحذ الصف القاني کصف 
ارتکاز والعنصر dy,‏ کعنصر ارتکاز Pivot Element‏ ثم حعل العناصر ال أسفله قط 
أصفارا (وذلك باستخدام صف الارتکاز فقط) 

NUN RE C‏ السابقة 1-” من الرات في الصفوفة الربعة الي رتبتها nxn‏ فنحصل على 
النظام الکافی 2 ٢‏ والذي نحصل منه على نظام العادلات الذي عکن حله كما أسلفنا 
الذكر . 


: حل العادلات الاتية باستخدام طربقة حاوس‎ : Qua 








: اخل‎ 
O3 cr, بالرمز‎ i إذا رمزنا للصف رقم‎ 
1 1 | مت‎ ] 1 1 1 ۱ 3 
[gel -13 ٥۱ inen |0 -3 1 -2!-3 
= M نوس‎ 0 
i 0 2 !] تقد‎ [o0 3!1 
-1 0 2 1!0 |0 1 3 2 ! 3 
وت‎ ETE 3 
و‎ |0 -3 021-3 
M ۱ 
ارف‎ ۵ X 241-1 
تمت‎ 0 ¥ «412 
—— ]1 1 1 3 
]وهی‎ ES AE 1 -2!- z 
~ : | 0 
— |0 0 % 2۰-1 
ESSA po 0 0 ہاو‎ 
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op وبالتالي‎ 
—1x,-7] > X4 --1 
ix + پیز‎ -- 5 X3 =1 
- ر×3‎ + × - 2x4 = 3ے‎ => X, =2 
Xx +X +X + X4 =3 > 7 21 
ویکون الحل هو‎ 
x 1 
X2 2 
X= = 
X3 1 
X4 -1 
: ملحوظات‎ 


* یمکنك احصول على نظم مكافئة لحاوس وکلها تودي نفس الفسرض . فمشلاً يمكن 
الحصول على نظام مكافئ ATI‏ حيث L‏ مصفوفة مثلثية سفلى ثم نوجد ند ثم ود ... 
وهكذا ء وأخيراً ox,‏ ويسمى الحل هنا ب الخحل بالتقدم Solving Forward‏ . كذلك 

يمكن الحصول على نظام مكافئ فيه 1= رة وذلك بقسمة کل صف ارتكاز على عنصر 
الارتكاز وهي عمليات قسمة زائدة ولكنها تسهل عمليات الحذف بعد ذلك . 
* عکن للقارئ (عند استخدامه لطريقة جساوس) التأكد من أن ۸-۷ أو 
il‏ 


,=4 « حيث [A]‏ هي قيمة محدد مصفوفة العاملات او Se)‏ في JU‏ 


i=l 





السابق : 


|A| = Q«C3«(2)«C 7) 


۲-۲-۲ طريقة جاوس — جوردان Gauss - Jordan Method‏ : 
في هذه الطريقة نضیف على حطواث طريقة حاوس إضافة بسيطة وهي حعل العناصر فوق 
عنصر الارتکاز (کما في أسفله) أصفارا وبذلك نحصل على النظام الکافی ]16 | حيث D‏ مصفوفة 

قطرية ثم حصل على الحل بسهولة بعد MEME‏ 
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مثال : حل الثال السابق باستخدام طريقة حاوس — جوردان . 


: JU 
باتباع نفس ال خطوات التبعة في الثال السابق نحصل على‎ 


1 1 11 بش‎ ] 1 1 13 
[415] 2: . 3 013| sm V 0 -3 1 -2!-3 
= M == I 
l 0 2 031| يقش‎ lo 2 0 31 
-1 2 110} —25,|0 1 3 2 ! 3 
mox 4۱ 2 
h, |0 -3 1 -2!-3 
l 
31^ Jo 0 X 24 ۱-1 
3r + 0 0 i 412 
ie [10 0 -31| 
1 
n 0 -3 0 -X1-X 
n inen 0 0 pA 3 dud 
jarn |0 0 0 -7!7 
L^" ۲1 0 0 011 
-iu*^ ما‎ -3 0 0 !-6 ; 
i اک‎ 
anth ,1)0 0 %4 0 4 
an, [0 0 0 -7!7 
: AUI ثم حل العادلات‎ 
۱ 21 
- 3x, = -6 L— ۲ =2 
2352 > xl 
ويكون الحل هو‎ 
Xx, 1 
یف‎ 2 
X3 1 


0 ۱ ۱ العادلات الخطية 


ملاحظات : 
* نلاحظ أن الجهد الإضافي في جعل عناصر عمود الارتكاز (العمود احتوي على عنصر 
الارتکاز) PEE‏ يقابله الحصول على معادلات سهلة ا حل تدرا Y)‏ تحتاج تقدم أو 
رحوع) . 
* إذا ما جعلنا عناصر الارتكاز مساوية للواحد الصحيح فإننا حصل في هذه الحالة على 
النظام المكافئ تو ویکون ) d‏ هذه احالق) xc b‏ مباشرة . 


* يمكن للقاری (عند استخدامه لطريقة حاوس جوردان) التأكد من أن DI»‏ < | 
izl‏ 


حيث | هي قيمة محدد مصفوفة العاملات 4 . فمثلاً في الثال السابق : 


»زج ××( - |۱۸ 


۵-۲-۲ الطرق التكرارية (غير الباضرق Iterative (Indirect) Methods‏ ل 

تسمى الطرق السابق شرحها في الفصول السابقة ( طريقة المعكوس ۰ طريقة كرامر » طريقة 
التقسيم إلى LU‏ وطرق ال حذف ) ب الطرق الباشرة Direct Methods‏ و كلها تتفق في أننا Jei‏ 
على الحل بعد ode‏ محدود ومعلوم من الخطوات . ولكن هناك طرق أخرى فا فلس فة مختلفة في 
الحصول على الحل . تسمی هذه الطرق ب الطرق غير المباشرة Indirect Methods‏ أو ب الطسرق 
التکر ارية Je . Iterative Methods‏ عام نقوم بعمل JA‏ : 


* نقسم مصفوفة العاملات 4 إلى الصفوفتین 0 H,‏ بحيث تکون ASH +G‏ وتکون H^‏ 
موحودة (أي أن H‏ غير شاذة) . وبالتالی فان نظام العادلات ۸۲-۵ يصبح مكاففاً ل 


Ax-b > (H&Gkeb > Hx-b-GX 


أو مين ادع طهر x=‏ 
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* . نقوم بتخمين guess‏ حل × ونعوض به في الطرف الأيمن للعلاقة السابقة فتحصل على 
حل أول × . ثم نقوم بالتعويض بهذا الحل الآخر aO‏ في الطسرف الأبمن للعلاقة 
السابقة فنحصل على حل ثاني ×. ... وهكذا . وبشكل عام فان العلاقة السابقة 
يمكن وضعها في صورة المعادلات التكرارية : 
ويتقارب النظام إلى الحل الصحيح إذا ما وجدنا أن 
3 


lim x? =x 
ko 


ويتباعد إذا أدى إلى حلاف ذلك . 


ولكن ما هو شرط أن تكون المعادلات السابقة تقاربية Convergent‏ إلى ا حل الصحيح ؟ . للرد على 
هذا السؤال دع : 
Q--H'G‏ , 1 < ۲ 


y (k) 


=r + 0‏ 
فإذا ما عوضنا ب ير ثم × ثم 7× .. وهکذا حتی نصل إلى × سنجد أن : 
o? tove + (+ Q*x?‏ + و + 0 = x?‏ 
) حيث xO‏ هو التخمین المبدئي c Initial (First) Guess‏ ۸ عدد الخطوات التكرارية ) نسستطیع 
إثبات أنه إذا ما US up (1, - 9)" ii‏ استعمال الاتي : 
o*)‏ - ,ل" (0- ,1( = اخ Qe‏ +0 + ,1 
ولإثبات ذلك فإننا نقوم بضرب الطرفين في (0- ,1( وبالتعويض في صيغة الحل التكراري نحصلل 
على : 
j 9y t, E Q y * Q'x‏ ,1( € ار 
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وكحالة مثالية فاننا نريد أن یکون تقارب ا حل مستقلاً تماما عن اختیارنا ل xO‏ . فإذا ما Code!‏ 
النهاية عندما ۸ توول إلى مالانهاية c‏ فاننا نرید أن یکون 


lim Q* = O, 


ہج پا 
حيث ,0 هي الصفوفة الصفرية . فإذا ما كان هذا متوافراً فإننا ad‏ أن 
Jim x? = (1, - 9( (I, - 0 + Opx‏ 
oy‏ - ,)< 
ua] x(utb)‏ + ,1( = 
z ۳ + HG) a] xb‏ 
-[nü, + Hc)‏ 
-(H «Gy!b‏ 
× = ۸41 = 
وبذلك of az‏ 
شرط تقارب التكرار 








A-H*G , Q-H'G , r-H'b : 
موجودق هو‎ HO زباعبار أن‎ 


وهو ما يسمى شرط التقارب . 


برهان جاني : 
يمكن إثبات of‏ 0(۱ - ,1( موجود على النحو التالي : 
l,-Q-I,*H'G- H!H«H'G-H'(H «G)- ۸4‏ 
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: op وبالتالی‎ 

۸-۸4 
وحيث أننا مفترضین أن H‏ موجود ( أي |۳٢‏ ) و کذلك مفترضين أن 40| (باعتبار آننا 
نبحث عن حل وحيد غير ا حل التافه للنظام 6 (Ax‏ « إذن فان 0 * |0 - |I,‏ ومنها نستنج أن 


!)9-,( موحودة ۰ 
ملحو ظة هامة : 


شرط التقارب ),0= (Jim prc]‏ الذي حصلنا عليه یکافی الشرط التالي : 


ی 


أي أن بحمو ع القيم العددیة لعناصر كل صف في © يجب أن يكون أقل من الواحد الصحیح . وهذا 
شرط عام للتقارب مع ملاحظة أن 0و A-H«G of‏ وكذلك H!‏ موحودة. 
وعکن لقساری مراجعة ( 1974 , Steinberg‏ ( . 


۱-۵-۲-۲ طريقة د حاخري e‏ ا 
في هذه الطريقة تقسم الصفوفة 4 كالآتي 


4 < 6 + 8 
c 
0izj ajis* j 
H =f] , = D G - [s,] > 8= 
a, ۶0 , Vi ولابد أن یتحقق شرط مبدئي وهو أن‎ 


مثال : باستخدام طريقة حاكوبي أوحد حل تقريي لنظام العادلات 4|x-|1|‏ 6 0 


1 
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: ال‎ 
5 1 2 1 
4210 6 4| , b=1 
1 2 5 1 
إذن‎ 
5 1 21 fs 0 o0] ۲0 1 2 
A-|0 6 4۱2۱0 6 01-0 0 4 
1 2 5| (0 0 5| ]1 2 0 
لسلا لس اة‎ 
=H =G 
J 0 0 A 0 op [x 
H'=|0 X% 0 = «<< 0 XX 0۱۱۱) 
0 0 EX 0 0 ۱1۱ 4 
X 0 o[o 1 2 0 لا پر‎ 
Q--H'G-l0 X 0۱0 0 4۱210 0 4 
0 0 1 2 0۱ IX 72 0 


: الصورة‎ xD - م‎ + gx تأحذ العادلات التكرارية‎ uiu, 


A [4] [o بل‎ A 


(k*l) | _ k 
xjl -jo o 4 


S] ل‎ A X oj 


ol أي‎ 






هیر 2 " 1,9 1 ے + 
5 5« 3 
1 


2 
et [n] 


1 
xe لمع‎ 





5 


(iaoa) 





والعلاقات (T)‏ يمكن الوصول فا ببساطة آکثر وذلك بحل العادلات : 


n 


J aux =b Q,kel2,2-ee ۳ 


Ix] 


: على النحو التالي‎ x, d 
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Q) 





وسواء استحدمت العلاقات )1( أو (2) فان الحل لعدة حطوات تكرارية يبينه الجدول السالي حي 


تمثل n‏ عدد التکرارت : 





0 9 x -0.17x10? «0.5x107? 


x | 0.171077 >0 7‏ - 4| 
77ھ i - a =0.16x107?‏ 
وبالتالی فان الحل لمنزلتين عشريتين هو 
0.12 


x-|0.06 
0.14 
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وذلك بعد ۱۱ حطوة تكرارية . ولتحسین الحل (تحسین عدد النازل العشریة) نزید عدد اخطسوات 
التكرارية » وعلی القاری أن يكرر السألة وذلك بأحذ 


1 0.08 
×=) أو‎ x? =| 0.03 
di 0.09 


وعلیه أن یلاحظ Uf‏ دائماً نصل إلى الحل ( هناك تقارب دائما ) بغض النظر عن × )1 8L‏ - 
راجم شرط التقارب ) Ule‏ بأن الحل الدقیق (لاربعة منازل عشریة) هو 
0.1273 


x =| 0.0686 
0.1471 


وعکن للقاری مطالعة شفرة حوارزمي حاكوبي بلغة BASIC‏ في الملحق Appendix A ) Î‏ ( . 


: تقارب طريقة جا كوبي‎ 
of علمنا‎ 
0 izj 
H=] , بط‎ = 
a, i= j 
واشترطنا أن‎ 
dq, £0 , Vi 
وبالتالی فان‎ 
0 i+ j 
-1 
H =f,] . bj= 
— i=j 
dj 
كذلك علمنا أن‎ 


ہر در 
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وبالتالی تکون 
i=j‏ 0 
bigy i*j‏ 


ومع إجراء شرط التقارب على الصفوفة Q--H'G‏ فان 
ماس 
j=l‏ 


وباجراء هذا الشرط على طريقة حاكوبي فإننا نصل إلى الآتي : 


1-10 «C - [,] > Cj - 








a; 
Ij 
i <1 
ادر‎ Ai 
j*i 


وهذا معناه أن 


n 
Ya ارہ|>‎ , Vi 
j=l 


jæi 
وهذا بدوره يعي أن القيمة العددية لعنصر القطر في كل صف من مصفوفة العاملات 4 يحب أن‎ 
. یکون اکبر من بحموع القیم العددية لبقية عناصر الصف ا حتوي على هذا العنصر القطري‎ 











Tw‏ ا Diagonally Dominant. a‏ وهي مصفوفة غير 





من التعریف السابق عکن القول OU‏ شرط تقارب طريقة حاكوبي لحل نظام العادلات ۸-9 هو 
أن تکون مصفوفة العاملات 4 مهيمنة القطر بغض النظر عن قيمة التخمين الابتدائي × الذي Lag‏ 
به ا حل . 
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ملحوظة هامة : 
يجب إعداد الصفوفة A‏ (عند استخدام طريقة حاكوبي) بحيث تکون مهيمنة القطر (وذلك بتغیسیر 
E‏ فا کی s‏ ها ارت ورن در هک ول قاری a‏ سگرن وروت سا 
آمکن من هيمنة القطر . أما إذا ۸ تكن الصفوفة 4 مهيمنة القطر فقد یحدث تقارب وقد لا يحدث ؛ 
مثال لذلك نظام العادلات 

3 -5 41x] 1 

2 | ود | 11 23 56 

-13|x]| |3‏ 65 ا 
الذي لا نضمن تقارب حله بطريقة حاكوبي وهي على النسق السابق .. لکن مع تبدیسل المعادلات 
و کتابتها .على الصورة 


56 23 Hj% 2 
17 65 -13| x; اع|‎ 3 
-5 47 | 1 


ډیا 


عکن ضمان تقارب JH‏ بطريقة حا كوبي وذلك uS‏ 0ے 


: Gauss Seidel Method طريقة جاوس — سیدل‎ ۲-۵-۲-۲ 


في هذه الطريقة يتم تقسیم مصفوفة العاملات 4 إلى مصفوفتین مثلئتین ؛ سفلی H‏ وعليا G‏ 


0 i<j 

ü-b]. =1, رد‎ 

A= H + جمدل‎ Tm 
i<j 

رج لمع تو [رع]۔ G‏ 


ونحصل على العادلات الاتية : 
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<< "اہر‎ x? , i=l 


1 i-l n 
۷ L^ -—M ax im 75 ار کل‎ , i-23, ا‎ ,n-1 
di ادر‎ di j= Lil 








1 1 n-i 
b, — 2۰ اد‎ , ien 
Ann ann ادر‎ 


ونلاحظ أنه محساب ا حل في الخطوة رقم 1 +۸ للمجهول x,‏ ( أي aD‏ فإننا نسستعين بقيم 
MEUM‏ ........., ي , x‏ المحمسوبة في الخطوة 1 + k‏ مع قيمالمجاهيل 
رکید eee‏ وید , )بد ا حسوبة في الخطوة السابقة ۸ . أي أن القیسم الجديدة تدحل في 
ا حسابات بمجرد تحدیدھا على حلاف ما يتم في طريقة حاكوبي 


ومن الافضل أن نوجد العادلات التكرارية من العادلات نفسها كما يبينه الثال التالي . 


xj 7‏ | 0 
مثال : باستخدام طريقة حاوس سیدل c‏ حل العادلات 2-2 و« |1 4- 


2 | X 3 





اخل : 
العادلات السابقة ۶ يمكن کتابتها علی الصورة 





5x + 2 27 = X =) - (وع2‎ 
~ 4x + x; = -2 = ود‎ (2-4-7) 
Xa + 2 3 > x 23 - (و2‎ 


وبالتالي تصبح العادلات التکر ارية هي : 
peu -i6 -2x)‏ 
( بر - En 8 2 - aen‏ +× 


L 

4 

xD و ے‎ (e) 
- 2x5 


ناب 
2 
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وبأحذ 
12 
8 |= © 
1.2 
فإننا نصل Ji‏ 
1.0000 
وهذا يعطي 
1 
xz|l‏ 
1 


ملاحظات : 
* کون الصفوفة مهيمنة القطر أم لا .. لا یوثر على تقارب طريقة حاوس — سيدل C‏ إذ 
يحب دراسة تقارب طريقة حاوس سیدل دراسة مستقلة عن طريقة جا کوبي . 


شرت العام gh‏ 





حيث 6 -- 9 
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أي أنه (ذا كان E‏ لجميع الصفوف في © » فان طريقة حاوس س سيدل 


f s 


تتقارب . آما إذا ۸ یت یتحقق الشرط السابق فقد تتقارب الطريقة وقد لا تتقارب .. أي أن 


الشرط السابق شرط كافي ولكنه ليس ضرورياً Sufficient but not Necessary‏ - 


* هناك شرط آخر للتقارب مكافئ للشرط السابق وهو أيضاً ينطبق على الطرق التكرارية 


2 


سم 

حيث 07 ب القيمة الذاتية eigenvalue‏ الأكبر عدديا ل ۵-2-۳۳۱6 . 
وحسابات القيم الذاتية سوف نتناولها بشئ من التفصيل في الباب القادم . هذا يعن أن 
المصفوفة © ها قيم ذاتية ALAS Ass A,‏ بحيث تكون هذه القیم متمسيزة Distinct‏ .. 
أي Vis j)‏ , زه ,4)) . فإذا تحقق الشرط السابق ( أي 1>|س۸| ) حينشذ تكون 
الطريقة التكرارية متقاربة » أما غير ذلك فلا نعلم ( 1974 , Steinberg‏ ) . 


۳-۵-۲-۲ طرق الا خی Relaxation Methods‏ : 
دعنا OVI‏ سرع من b‏ حاوس س سیدل السابقة ونبداً ذلك بتعریف التجه البساقي 


. Residual Vector r 


r=b- AX (1)‏ 
حيث "8ء 7 هو الحل التقريي . فقد علمنا أن الحل التقريي للعنصر (المجهول) × للمتجه x?‏ 
في الخطوة ۸ يعطى ب 
i b ۲ ۱-1 7 1 7 ai `‏ 
(k) _ ti ( (k-‏ 
ajx; —— aj X 2‏ 5)—————— ریز 
i l‏ ان 2 dii dj 2 ub dj‏ ۱ 


۰ 


وباستعمال العادلة (1) للعنصر الذي رتبته ” في التحه التبقي ri‏ ( وسنرمز له بالرمز ٣‏ ) فان 


k) 2 
n "UE yx f 0-a, 


ادر 


فإذا كانت moi‏ ( أي أننا نمحسب للعنصر المتبقي ¡ في المتجه المتبقي ۶ء 
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k k ۸-1 k-1 
n? zb - - ده‎ - Y ai ) - aya 


j=i+l 
أي أن‎ 
"n 
apa + rf = b; - dS ad x0 ب‎ - Yat n (3) 
j=l «+1 
of وبالربط بين العادلتین )3( ,)2( بحد‎ 
ayx + rO = aua 


اي أن 


xD eaa (4) 





E‏ 0 )1( ات عندذ 
جح r9 = k‏ 
zu i-Y ajx - Ya‏ 


jid 


i-l n 


=b — ga - dj a ( - ar 5z dj x - d, xt =0 


1+ دار آعز 


أي أن العنصر الذي ies,‏ ۰ يجب أن يكون صفرا وهذه حاصية من خواص طريقة جاوس — 
تسیک ان ولكن ليست هذه هی الکفاءة الطلو à)‏ للطریقة نہ اڈ أن المطلوب هو أن تتحول کل العناصر 
إلى أصفار ) أي یصبح (rz0‏ وهي حالة مثالية 1 لکن واقعیا نحاول دائما أن نقلز من قيمة مقیاس 


p‏ . ولعمل ذلك فإننا نضع O53‏ موجب Positive Wight w‏ في المعادلة (4) السابقة ة كالاتي 


+1 
x ex ك0"‎ Lu (5) 
dj 

حيث 0<« . فاذا أخذنا 1 > س > 0 » فان الطريقة تسمی طريقة اسسازخائية تحتيسة Under‏ 

 سواج وتعطي هذه الطريقة تقارب لبعض النظم ولكنها ليست متقاربة في طريقة‎ . Relaxation 
وهي‎ Over Relaxation فإن الطريقة تسمی طريقة اسز خائية فوقية‎ c سيدل . أما إذا احترنا 1 < س‎ 
تستعمل لاسراع التقارب للنظم التقاربة أصلاً في طريقة حاوس س سيدل . ويرمز هذه الطريقة‎ 
. ( Successive Over Relaxation ( SOR بالشفرة‎ 
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والآن باستعمال العادلة (3) » فإننا نصل إلى الآتي : 


wrÜ wb لچ بر‎ wx 

i oT (k) 2 (k-1) (k-1) 
مگیم‎ P کک‎ E سوب ہس ۷ہ‎ ajx; o WX; 

di aj dii j=l ii jeiel 


وباستعمال العادلة )5( نصل إلى الاتي : 


n 
5 w 
x? = ل‎ - wx  — |, T) (6) 
a 





: من ا لصيغة السابقة )6( الصورة الصفوفية‎ cu ol على القارئ‎ 
ے كار‎ (D p. wL)' = w)D + wu j^? t w(D — wL)'b 


( حيث [,م] = D‏ مصفوفة قطرية » L‏ مصفوفة مثلثية سفلی » U‏ مصفوفة مثلثية Ule‏ ) في الور 
التالية : 


وذلك بضرب (6) في ,ره ثم تحويل التجميع الوجود إلى مصفوفات . 


ولتوضيح الخوارزمي السابق لنفرض أننا لدينا النظم 
4x, * 3x, = 24‏ 
X3 - 0‏ ہے 3x; + 4x,‏ ۱ 
X2 + 4 = ~24‏ = 
3 
الذي له الحل | 4 | بالطرق الباشرة . وبطريقة حاوس سيدل (1=«) : 
x‏ 
x(? = -075x0 + 6‏ 
x40 = -9.75x(9 + 0.25) +5‏ 
0.25x00 -6‏ = )× 


l 120‏ العادلات الخطية 











وبالتا لی نحصل على ا حدول التالي : 
1 
x‏ + 1.0000000 1.0000000 1.0000000 
5.0468750- 3.8125000 5.2500000 
x‏ ہے 5.0292969- 3.8828125 . 3.1406250 2 


3.0878906 38 -5.0183405 ہے‎ x 







5 3.0343323 3.9713898 -5.0071526 e x 


(0) 

00 

2 

; 6) 

4 3.0549316 3.9542236 -5.0114441 ے‎ x? 
; (5) 
3.0214577 3.9821186 -5.0044703 TEE 

0) 





وواضح أن الطريقة متقاربة . وعکن إسراع الطريقة باستعمال 1.25=«. في هذه اخالة تصبح 
العادلات التکر ارية 
-025x/ - 09375 +5‏ = گر 
xi? = -0.9375x(? = 0.257 + 9.3125x(*- + 5‏ 
xt? = 0.3125 - 0.25 -7.5‏ 


والجدول ju!‏ يوضح التقارب : 










a‏ اب 

o | ioo | 1000000 | 1000000 | | 
ے‎ | exeo | ود‎ | seme | o f 
[s | مود‎ | «moo | sewn | e x9 | 


4.0002586 -5.0003486 


(k) (k) k 
xj X) x$ ) 


3.0000498 
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ومن اللاحظ أن هناك تسریع للتقارب قد حدث . ولکن لابد من الاحابة على سوال لابد وقد لمع في 
ذهن القاری .. ألا وهو " على أي آساس نختار قيمة س € " . على أي حال ‏ لاتوحد إجابة شافية 


لکل النظم 7 ولکن أستعير هنا ما كتبه ( 1993 , Burden & Faires‏ ) في كتابه الممتع عن التحلیسل 
العددي : 


إذا كان d)‏ مصفوفة العساملات Vi|(4‏ , 20 ںداوکان 


(D -wL [a -w)D wu]‏ = ,7| هي الصفوفة التكرارية للطرق 


SOR‏ » فان | 1- 207,(<|۷] ex‏ (,2)7 هو نصسف القطر 
الطيفي Spectral Radius‏ للمصفوفة (T,‏ ويكون إذا 
ما [zwzz]os‏ 





P(A)= max|A| 


حیث ‏ تعبر عن القيم الذاتية للمصفوفة 4 ( أنظر الباب الثالث ) . 


: Ostrowski - Reich نظرية لب‎ 


إذا كانت مصفوفة المعاملات A‏ موجبة تحدیسدا Positive Definite‏ 


ركان [2 > « > 0] فان طرق SOR‏ تتقارب دائماً لأي قيمة إبتدائية 


(0) 


۰. Xx 





ار "ص و 
حيث A‏ تعتبر موجبة تحدیدا Positive Definite‏ وذلك إذا کان 


xT Ax>0 , ٦و0‎ 


( آنظر الباب النامس — التطبیق السادس ( . 
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T, > ۱) + 0(, T; = 


a‏ رت رک 








| طرق‎ dw اختيار‎ el 


| 
| 





0 43 
فمثلا في المثال السابق كانت |1- 4 4-13 وهي ثلائية القطر وموحبة تحديداً روعلی القاری 
i‏ 4 - 0 


أن Jeg‏ إثبات ذلك حتی يقرأ الباب الخامس ). لذا فان 


4 0 0 0 0 0 0 -3 0 
D=|0 4 0۱ , L=|-3 0 0۱ , 210ل‎ 0 [1 
0 0 4 0 10 0 0 0 


وبالتالي فان 


; ofo -30 0 -075 0 
T-D'(L«U)-|o XM 01-3 0 1j|24|-075 0 025 
0 0 0 1 0 0 025 0 


ومنها نحسب القيم الذاتية ل T,‏ كالآتي 


Ir, - مہ )025 - ماف = إلة‎ 20 (- 0.625 = maxJi| 
2 


w=— m 2 4‏ جه 
0.625 ¥1 +1 
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وهذا ما یفسر استخدامنا ل w-125‏ في الثال الأخير 00 
SOR‏ بلغة BASIC‏ الملحق Appendix A ( Í‏ ) . 


۳-۲ حل العادلات الخطية (m zn)‏ 


كثير من الشاکل الرياضية تنتج معادلات خطیة لا یتساوی فیها عدد المحاهيل مع عدد 
العادلات n)‏ ٭ (m‏ . كيف نستطیم حل هذه الشاکل ها تقدم معرفته من الدرحة Rank‏ وطسرق 
الحذف Elimination Methods‏ و تحليلنا للحالة uli‏ فيها m‏ م ؟ . 


نظرية : 
إذا ما كان b]‏ = ×4 انظما من m‏ من المعادلات الخظية في من 


ا ٹجاھیل وكانت |ء -[5 ۱ 4|م = (4)م |فإنه : 


i3 *‏ كان فان النظم =b]‏ 4۰ أله حل فريد Unique‏ 


. Solution 


* إذا كان [rn]‏ فان النظم [Ax =b]‏ له عدد لانهائي من JAH‏ 


. Infinite Number of Solutions 





الاثبات : 





من العلوم أنه ]13 كان م 2 b]‏ | 4]م = (4)م فان هذا معناه أن العسادلات تکون متوائمة 
Consistent‏ (وهذا معلوم من دراستنا للحالة n‏ = ۰« ) وبالتالي فان الصفوفة [A ¦ b]‏ لها ما يكاففها 


ولتكن jii]‏ حيث 


دع 
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وبالتجزی 


حيث 
رب ŝi‏ 
وب X #2 A‏ 
:| .۰ 7 میرگ و : x,—‏ 
x, 3‏ 
وبالتالی فان 
| ۳ 5 1 من + | 5 Enba‏ = ۸8 
O10] x,-, 0‏ 
أي أن x, + C, Xpy - f‏ 
او žr T CE,‏ 


الحالة الأولى : r=n‏ 
في هذه الحالة لا وجود للمصفوفة C,‏ ومن ثم تكون 
ES‏ مر 
وهذا معناه أن هناك حل فريد للنظام ‏ = 18 ( ومن ثم للنظام (Ax=b‏ . 
الحالة الثانية : ور > م 


دعنا نفترض أن العناصر (n-r)‏ الأخيرة من #۶( أي ,_,# ) تأحذ الصورة الآتية : 


du,‏ يكون 


هي قيمة ال « عنصر الأولى من #۶ أي .2 ) ء وبالتالی فان هذا معناه أن لدينا مالانهاية من الحلول 
بسبب عدم حدودیة قيمة العناصر ارم الي فرضناها ۲ 
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piali‏ فات 





1 0 -i 21-1 1 0i-1 2 ۱-1 

3!3- 01:2 و ارہ 1 1 1 

6 9 0 سسوھ اک مر موز 
00:000 ۳ 1 

0 00/00 0 


juu,‏ فان 
24[ 4۱]م = PA)‏ 


وبالتالي لدینا عدد لانهائي من ا حلول LS)‏ سبق أن بینا) . مثلاً : 


ملاحظات : 
* هذا النظم من العادلات معناه أن (n-r) GJ‏ من العادلات الزائدة عن اخابحة uf,‏ نحل 
عملیاً r‏ من العادلات الستقلة فقط . 
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* في حالة ]15 4]م (4)م » فان هذا معناه أن النظم من العادلات یکون غير متوائم 
Inconsistent‏ وبالتالي لا يكون هناك حل . 
* في حالة msn‏ فان قرارتنا لا تختلف كثيراً عما سبق : 
— فاذا كان n‏ =[ط | 4]م = (4)م فان هذه هي حالة " الحل الفرید " 
— وإذا كان b]«n‏ ۱ 4]م = o(4)‏ فان هذه حالة " مالانهاية من JAH‏ 
— ,134 كان b]‏ | 4]م ع (4)م فان هذه حالة " لایوحد حل " 


" 


وا جدول التالي مستعار من ) 1974 , (Steinberg‏ وفیه ملخص ما سبق . 


NW ےہ کہ‎ 
ga | یت اہ‎ 
EET CNN PRIN ای‎ 

[oem oe ا‎ 


۱-۳-۲ الحل الأمثل في حالة > ۸= (4) م 




















م ۶ ۲ 


لنبدأ هذا الفصل بهذا العارض Lemma‏ : 
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من قوانين الدرحة في هذا الباب يمكن للقارئ محاولة إثبات هذا العارض . 


والآن نستطيع إثبات عارض — Y‏ 





DOWN 
إذا كان م = ×4 فان الخطأ یکون را - ×4|| حیث المقياس  ۲ الستخدم يعن أن الخطأ 8 هو‎ 





ô = |4 - bl 
ویکون‎ 
8? - (Ax - by (Ax - b) 
= (4x) - بو 7ط‎ -b) 
تما‎ 4 -b7 {Ax - 5) 
=x" A" Ax — x! AT b - bI Ax + آط‎ b 
د‎ x! 47 Ax - 2x! A 5 bb 


2 
ویحعل ا خطاً أقل ما يمكن ( أي A‏ 


25 7 7 T T سج ارس‎ 
Z ”رد‎ Ax-24 b 0-0 > 4 4= '(ھ ماد ید >= هت‎ b 
Ds 


2> 2 
حيث x,‏ هي JA‏ الأمثل Optimal Solution‏ . وهذا هو الحل لأقل حطا oS‏ 2147 - 4 


VE ۲ * mE. f 4 m Q4 و لے س‎ T «c 
Xopt وهذا يعني أن‎ ) x" (44 k» 0 مصفوفة متمائلة وموجبة تحديدا ( أي أن‎ AA والصفوفة‎ 
. هي النهاية الصغری‎ 


ns مام‎ ib] 


3- 


FA) 


مثال : 
QUU,‏ فا 


f 


o 


Ed 


| O mum oom هه‎ 


oo‏ - © ےہ هن ہبہ ہەہ 


وبتبديل الصفين الثاني والثالث معا : 


1 
2 
5 
7 
7 
2 


35 a cc —oo0 o 
Ec uec 
vl o] 
و یہہ ہے‎ EGER سے‎ N 
- C N ~ 
----------- c zl i 
onma + A] یں‎ e 
Sog c چ ت اچ لے‎ 
ہے پم‎ © © 0 Nf ١| 1 
-ooo 
LLL MEE | 
1 1 l 
سر‎ 
0 Ea n a a 
ee ہہ‎ O بم یم‎ 
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]03 لايوجد حل وحيد أو عدد لانهائي من الحلول . وللحصول على حل تقريي باستخدام مقیاس — 


3 6 2 -59 36 -7 
۸-6 n 6| ¬ (a -l 36 -19 3 
2 6 14 eT Wu. 

3.88 

— y = )47 A] ط4‎ =| 0.68 

034 


4-۲ تمارين حلولة على الباب الثاني 
(Y)‏ لأي قيمة ل« لا يكون للنظم 


2x + kx, + Xi =0 
(k -Dx -x + 2 «0 
4x + وع‎ + 4x; - 0 


الحل التافه . ثم آوجد حلا لهذا النظم . 


M 
: أي عند‎ c |4| -0 هذا النظم التجانس عتنع عن ا حل التافه عندما‎ 
2 k [1 
k-1 -1 250 > k-Lk-2 
4 1 4 
: 4-1 وعندما‎ * 
2 1 1] [1 01% 


à * 


x 
| JH فان‎ azs حالة‎ 
2 


| غير موجود وبالتا 


d 


وبحل النظام الفرعي الأول نصل إلى 


Q) 


وكذلك 


a) 


وبالتالي 


با 


اخل : 
ل التجزئ : 


(Y) 


حل العادلات 





-2 
6 
a 
3 
3 


i 


-3 0 0 
3 0 0 
6 0 0 
1 
0 


0 
1 
1 
5 
2 


1 
2 
1 
4 
3 








* 9 
وعندما 1 


130 


العادلات 


الخطية 


131 


الصفوفات 
Xx‏ 
d, x‏ حالة 8= a‏ فان y|‏ له مالانهاية من ا حلول كالآتي : 
2 
x -2 -3‏ 
9 او +| 10 y|=|‏ 
1- 0 7 
u| |39-32q‏ 
بالا z‏ 
ر à‏ ام 8 
(۳) حل المعادلات بط - 4۷ر حيث 
3 3 3 3 4 1- 2 
4 8 17 6 10 2- 5 
A= 5 = ; ze ; b, =‏ 
7ا 2 0 Ec» p eds A -10 b‏ 
11 1 14 6 3 2- 1 
الحل : 
يمكننا إجراء الآتي 
۱-4 4 | 3 0۱ 0 0 1] |۱3۱3 8 3۱ 4 1- 2 
I [ I 0 I ۱‏ 
7 ! 4 ۱ 6 0۱ 010 |18۲4 ۲۱17 6 10 2 
چ Md ES QN‏ إ۰ b]-‏ 1 بط ! [A| b‏ 
1 0۱-11-1۱ 1 0 10 |101017-!5- 1- 2 1- 
8 ۱ 1 1 4 1۱ 0 0 0| ۱1۱11 14 ۱ 6 3 2- 1 
4 4 4 
X X) X‏ 
4- 4 3 
وو X=‏ و = X%‏ 
2T ×× Pu d‏ كاف 
18 1 4 
oS (£)‏ 51 2 <4 و أي <2 أوجد Ca‏ میس 8  <‏ بضرض 
AE‏ ۱ 
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الحل : 


بفرض أن 


إذن 


أي أن 


(9) 


الاثبات : 








1 ولا Xu‏ |۱0 
[Xa | lro‏ اه عدت 
TI 2) 1 22 ۱‏ 7 
Xı=0 (| £0 oV)‏ >= 
X -5 3‏ 
I» =‏ 
1 ر 2*۶ 
= — 
وی xd‏ 
| 5 |27 — 
3 1-5 
012 
ی ہے کا ات الاب يم قد 
x= ۱ 5 -3‏ 
7 
E‏ 


دع 48 = © » إذن © تکون ذات رتبة mxm‏ . ومن العلوم أن 


. ولکن 


Sn ۰ (>‏ ۸)م 
p2}‏ ,رم هه = p( 4B) < min{p(4), p(B))‏ = (6)م 


min(o,, p; (> n 


العادلات ا خطیة 


1 3 
. | | =0 
2 5 


1 3 
e X 2-7 
b spe 


. Xy + وول‎ - 0 


إذا كانت A‏ ذات رتبة mxn‏ و cà B‏ رتبة nxm‏ وكان م cm»‏ اثبت أن الصفوفة AB‏ 


تکون شاذة . 
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وبالتالي فان p(AB) &n«m‏ 
أي أن المصفوفة AB‏ مصفوفة 835 . 
(Y)‏ إذا كانت cS A‏ رتبة mxn‏ و كان m» n‏ ء اثبت أن الصفوفة ۸۸۳ تکون شاذة . 


الاثبات : 


بالرحوع للتمرین السابق مع أذ 4 =8 ء فان حاصل الضرب AMT.‏ = 48 يجب أن یکون شاذا 





. (ھ -4)م‎ < p(4)- p(B) اثبت أن‎ (V) 





: الاثبات‎ 
لهام‎ - p(A- B+ B) < p(A- B)+ p(B) =>  p(A- B)2 p(A) - p(B) 
1+7 2 5+ x 
. Z=] 2 2+1 3+ XS M أوجد معکوس الصفوفة‎ (A) 
5-i 3+i 3-i 
: ال‎ 


بوضع ان + = 2 حيث 6753 ع ,5 وبافراض أن ZU‏ موجودة ويجعلها على صورة 
م + 27-0 اذن 


۲0-8 - 0( 
10 + ۲80 (2) 


iB) => |‏ +0 دع) - ZZ!‏ 12 
من العادلة )2( نستنتج أن 
G--X RB‏ 
( وذلك بفرض وجود "× ) . وبالتالي يمكن إیجاد 8 ( بالتعویض d‏ (1) ) كالآتي : 
(RX^R»x)B--1‏ د -RX RB-XBsI‏ = 0-8-1 


B=-(RX'R+ |" of أي‎ 
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وفي مسألتنا هذه : 


1 


0 1 
1 
] -1 


125 
R=|2 2 3|, ۸ ءے‎ 0 
5 3 3 -1 

وعلى القارئ إيحاد X^‏ نم ۲[ B=-(RX'R+‏ ثم 02-۳۱88 .. وأخيرا تکون 
21-08 . 


۵-۲ مسائل على الباب الثاني 
)١(‏ حل النظم الاتية بأكثر من طريقة مباشرة : 


-1 


A 


(0 (i) 


O = = ہر‎ 
— N ری‎ N 
— یىی یی‎ A 

e 
دبا‎ NV N سم‎ 
Ouna سا‎ 
نی‎ = 


دم - 


(iii) 


Aà =‏ © ہم 
AR‏ 
o‏ ما © ہنم 


0 

1 : 

i x= ۱ (iv) 
4 


c‏ س اص ہنےم 
دب سم یو وه 
ت 


. بطريقة جاكوبي ضامناً التقارب‎ (liii حل النظم في المسألة‎ (Y) 
. بطريقة حاوس س سیدل‎ (liv) حل النظم في المسألة‎ )۳( 


)£( حل النظم à‏ السألة (1-iv)‏ بطريقة SOR‏ مقدرا قيمة OW‏ 


pie D 
ابت أن‎ 


(9) 
x - D^ (L + UEI + D^b , K=12, 


هي العادلة التكرارية لطريقة حاكوبي » حيث 
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e» 


(۷) 


(A) 


(٩) 


و |ره| =4 هي مصفوفة العاملات . 
of c‏ 
x? «(p - Ly!ux* «(p-Ly!b , ke12,-‏ 
هي العادلة التكرارية لطريقة حاوس — سيدل ؛ حيث D, L, U‏ , 4 هي الصفوفات العرفة 
في المسألة )9( 


2+ 3 5+7 
Z=| 3 2+i 3+ 
S-i 34i و3‎ 


اثبت عارض العکوس Matrix Inversion Lemma‏ 
مي pn [HPH «o^‏ -م = n" ou]‏ + 'م] 
مساعدة : يمكن استعمال التجزی 


l 1 
P E DUMP E 
4 | 44 B, ۱ B, 


AB-I , BA-«I 


مع إعادة تسمية 
او < مه , A4--H' , A-H‏ , 4-۱ 
2- 10-300 
6 00 3 1 2 
حل نظم العادلات a‏ <ع0 0 6 11 
i‏ 3 10 1 5 4 
3 1 0 1 2 3 
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(۱۰) أوجد c 2 e‏ في الحالتين : 


ألا يوجد حل . ب — يوجد أكثر من حل 
وذلك للنظم 
2[ ]5 21-2 
40| |7 6- 3 5 
e‏ 3942.1 
وا |1- 6- 3 4 


(۱۱) إذا كان Ax=By‏ حيث x ye R"‏ و ۳۳۳ 4,8 ؛ استخدم حذف جاوس للحصول 
على مصفوفة ۸۱8 إذا كان 


5 -1 4 1 0 1 


4A2|9 -2 5|, B=|0 4 -2 
3 -1 -1 )-2 3 


(NY)‏ 13 كان A,B, X e R”‏ » آوحد X‏ إذا كان AX = B‏ وکان 


ox عاذ‎ 


)£ 0 حاول إثبات کل قوانین الدر جة الموجودة في هذا الباب . 


ھت وھ وھ 
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الباب الفالث 





۱-۳ مقدمة : 
دعنا نقدم هذا الباب بالمثال الذي يوضح المشكلة بشكل میسر على الأفهام . فعند حل العادلة 
عاق = ين ) حيث كل من ax‏ كميات مقياسية c Scalars‏ فان هذه المعادلة البسيطة في × تعود 
إلى الآتي : 
(a- Ak =0‏ 
والحل التافه oid Trivial Solution‏ المعادلة هو أن 0= x‏ ولمنع هذا الحل التافه من الحدوث فإننا 
نضع شرطا وهو أن 0-(2۸-ه) .. أي أن a‏ = أي أنه عند هذه القيمة الذاتية ل 
فان النظم يعطي مالانهاية من x — dol‏ 
والمشكلة القياسية Standard Problem‏ للقيم الذاتية d‏ المصفوفات هي حل العادلات 
Ax = Àx‏ حیث 4 مازالت کمیة مقیاسیة ولکن ۸۷ھ أو c.Ae Cr‏ و کذلك xeR"‏ أو 
۳× . والطلوب هو معرفة قيم الى تمنع الحل التافه 0= × طذا النظم من العادلات . وبنفس 
أسلوب التحلیل السابق (مع مراعاة الصفوفات) فإننا نصل إلى 
0= 4-21( . 
وأن الشرط هو 
۸-2-0 
وهذه العادلة الٰذاتیة Characteristic Equation‏ تعطي القیم الذاتية Eigenvalues‏ والي ينعدم 
عندها ا حل التافه .. بل تعطي مالانهاية من الحلول ال تحقق العادلة التجانسة 0= Al‏ -4( 
x mM :‏ ید ب التجه الذاتي Eignvector‏ الصاحب للقيمة الذاتية 2 . وهناك تسسمیات 
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p‏ ى هذه الشکلة مثل Latent Roots‏ ) و Characteristic Roots‏ ( أو Latent Vectors‏ ( و 
Characteristic Vectors‏ ( .- لکن التسمية Eigenvalue‏ ) ر Eigenvectors‏ ) هي gs n‏ شهرة d‏ 
Jte‏ الریاضیات . 


وهناك تقديم للعديد من صور مشكلة القيم الذاتية ما یسمی ب مشكلة القیم الذاتية العامة 
Generalized Eigenvalue Problem‏ مثل 
Ax = ABx‏ 
حيث 4 مصفوفة متمائلة و8 مصفوفة موجبة تحديدا Positive Definite‏ وهي تلك المصفوفة الي ها 
الخاصية 3 


x7 Bx >0 


لأي متجه غير صفري × . وهذه الشکلة عکن تحویلها إلى المشكلة القياسية المكافئة 
Cy = Ay‏ 


وذلك بوضع 117 = 8 حیث ‏ مصفوفة مثلثية سفلی .. ویسسمی ذلك بتحلیسل كولوسكي 
Cholesky‏ « وبالتالی 


Ax = ALÛ x> LAL» > L'AxcAUx > LAU) x= Al x 


وبوضع لل aZ y=‏ أن 


"4(7 J'y = رز‎ 
a Ea 
Cy - زم‎ 


ويكون 
x= E‏ 


مع ملاحظة أن الصفوفات الوجبة حدیدا تکون دائما غير شاذة . 
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وهناك صور شبيهة آحری مثل ABx Ax‏ حيث 8 , 4 مصفوقتان متمائلتان وإحداهما على 
الأقل موجبة تحدیدا . وعکن عن طریق تحلیل ماثل لتحلیل كولوسكي أن نصل إلى المشكلة القياسية 


. موجبة حدیدا)‎ B (هذا إذا كانت‎ D = 17 AL برط حيث‎ = Ay 


کذلك هناك صور عامة أخرى آنقلها من کتاب ) Gourlay & Watson , 1973 , p.120‏ ( 


مثل 


حيث r‏ عدد صحيح موجب و 4 موجودة 


: بالتعويضات الاتية‎ 
-r-l 3 Xo =X 
اد‎ 
Qui 
+ ۸42۲ + Ax =0 
: أجل‎ d وبالضرب‎ 
REG + AAG A, aX AS A x =0 
—— 
=-B, =-B, 
وهي تکافی‎ 
- ۵0 - B,xo =0 
أي‎ 


(447 + AA +. 


. هذه الصورة يمكن آیضا تحويلها إلى الصورة القياسية 


x2Àx;,  , i-12,- 


B, =-A 4 . رماع‎ 


X dx +X امه‎ Ax + 2۳ A درك‎ ۰ 
=x inna cad —v— 
--B, --B, 


r-l 
۸-1 -— و و و و و و و و سے 2-2 27ھ‎ ^. 


Bix,- + ددرگ‎ Mr + رگ‎ T B,xo = AX, 


0 | xo Xo 
010 x x 
0 | x Xj 
0 | x |2۸ x; 
I | رد‎ X, 5 
B xa Xl 


e 
oO 0 0 بح‎ 
+ بح ج‎ o0 o0 


"Oo تت‎ - c 





LB, B, رہظ‎ B, 
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وهي معادلة على الصورة 
Sy = Ay‏ 
حيث S‏ مصفوفة غالب على عناصرها الأصفار Sparse Matrix‏ وهو نظم له طرق تكرارية حلسه 
ولکنها لن تناقش في هذا الکتاب . 
في النهاية نصل لقرار هام وهو وحوب دراسة اش که ioca‏ هه Esp sina‏ راد 
غيرها من الشاکل الأعم يؤول إليها . 


٠‏ ۲-۳ المشكلة القياسية للقیم الذاتية 
STANDARD EIGENVALUE PROBLEM‏ 
علمنا أنه لحل مشكلة القیم الذاتیه +2 = c Ax‏ فإنه يلزم حساب ا حدد |27 -4| وهذا E‏ 

ا معادلة الذاتية Characteristic Equation‏ : 
ao + a+ ay ee ta =‏ — 0- إلة -4| 
ll‏ ها بر من الحذور A AS Ass,‏ ولکل قيمة ذاتية ,2 هناك حلسول لانهائية للمعادلة 
المتجانسة 
AI), =0‏ - 4( 


وواحد من هذه الحلول هو التجه الذاتي x,‏ الصاحب للقيمة الذاتية ب . 


مثا 





: الحل‎ 
bi 
A= 
3 1 
1 => 2-2-8-0 => 4=4 , 2ر2‎ 
e 


: حبة‎ 4 Axe 


الصفوفات | ۹49 
1- 1 3- 3 
Ed‏ 
وع سد سد 
بالثل » عند 2- رم فان JL]‏ و > جد . 


ونلفت الانتباه مبکرا للاحتبارات والنعانج افامة التالية ( الى سوف نثبتها لاحقاً ) : 





فمثلاً قي المثال السابق a£‏ أن 
tr(4) 2141-72‏ , 2-(2-)+(4)<ية+ية 
8- = (3(63) - ()(1) = |4| , 8- = )42( = م24 


وأيضا نلفت الانتباه إلى أن wpa‏ متعامدان .. أي أن 0= (ید,د) وهي خاصية للمصفونات 
التمائلة . 


دعنا نعرف أكثر عن هذه الخصائص المثيرة : 


Theorems نظریات‎ ۱-۲-۳ 
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الاثبات : 





A-I 2 |[-4A|-o > 0-2([-0 > 0-2۳۶0 > (-Aay =0 


وبالتاي 7 2 Vi zm 1,2, m‏ 5 1 پر 


: Uu 








Aja , ۰و2و۷‎ ,n du, 


وعند ره =4 » نحل العادلات 20 (D- aJ,‏ : 
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c. 
G, 


0 j*i 

d-1 say)j =i 
حيث » قيمة عامة اختيارية (أحذناها الوحدة) . وبالتالي سيكون التحه الذاتي الصاحب للقيمة الذاتية‎ 
. ¡ ره هو التجه الأولي رقم‎ 


نظرية ٤‏ : 
الصفوفة 4 تکون شاذة إذا وإذا فقط كانت احدي قیمها الذاية 


صفرا . 





الاثبات : 


Cr i) lito ها‎ taf di D ica من‎ 


4= 11 


فإذا ما كانت إحدى القیم الذاتية F?‏ فان المحدد ۳ ینعدم وبالتالي تکون A‏ شاذة . 





نظرية © : 


المصفوفتان 4,4 هما نفس القيم الذاتية . 





الإثبات : 


من المعروف في الباب الأول أن 





n 
وبالتالي فان‎ 


|۸۴ - اند‎ = (4 -a| -[4- Al 





أي أن 47 ,م هما نفس الحدودية الذاتية Characteristic Polynomial‏ وهذا بدوره يؤدي إلى أنهما 


هما نفس القيم الذاتية . 
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: الاثبات‎ 
(i) 





(i) 


مشكلة القیم الذاتية للمصفوفات 


صفوفة غير شاذة Od.‏ : 
(i)‏ 4,141 هما نفس القیم الذاتية . 





IL" AL - إلة‎ =| ZAL - ari | (4 - nx 
=| jA - ada za - الۃ - | - اله‎ 
ليا‎ 
=1 
. أي أن 4,1141 هما نفس الحدودية الذاتية وبالتالي نفس القيم الذاتية‎ 
pe v لنفرض أن به هو المتجه الذاتي للمصفوفة 4 الصاحب للقيمة الذاتية 4وأن‎ 
المتجه الذاتي للمصفوفة 2147 المصاحب لنفس القيمة الذاتية 2 » إذن‎ 


Au = Au (1) 


L'ALvsAv > ALv-ALv >  A(b)- A(D) Q) 


وعقارنة )2 , )1( نستنتج أن 


u=Lv > راد‎ 





نظرية ۷ : 


إذا كانت A‏ مصفوفة حقيقية Real Matrix‏ فان معاملات 


الحدودية الذاتية لهها يجب أن تکسون حقيقيسة . وإذا كانت 





tif;‏ ره درة قيمة ذاتية مركبة هافان مرافقها 
if,‏ - رہ = ;4 A=‏ هو أيضا قيمة ذاتية للمصفوفة A‏ . أيضا إذا 
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الصفوفات 
كاك رہ هو العجه الذاتي الصاحب للقيمة الذاتية ال AS‏ رم فان 
mali‏ الذاتي u‏ الصاحب للقيمة الذاتية ۸ هو مرافق uj‏ ؛ أي 
uy =u;‏ . 

الإثبات : 


متروك للقارئ وعکن مراحعة نظرية العادلات . 


]134 كان u‏ هو متجه ذاتي للمصفوفة A‏ والصاحب للقيمة الذاتية 


jau ma]‏ حيث a‏ كمية مقياسية ) یکون أيضاً متجه ذانسي 
لد A : yia.‏ ومصاحب للفس القيمة الذاتية 2 . 





الاثبات : 
A(mu)- (au)‏ = ينئه - بشه > میژر د نا 
وبالتالي فان qu‏ متجه ذاتي للمصفوفة A‏ مصاحب للقيمة الذاتية 2 . 
تعریف : التكرارية Multiplicity‏ 
إذا تكررت القيمة الذاتية ۸ عددا من الرات قدره cm‏ فانا نقول 
أن ۸ هي قيمة ذاتية ذات mA US‏ 





ملحوظة : 
إذا كانت 2 قيمة ذاتية للمصفوفة A‏ ذات تكرارية cm‏ فبحل نظام المعادلات 0= AD‏ -۸) نحصل 
على الأكثر على m‏ من التجهات الذاتية المستقلة . 








إذا كانت 2 قيمة ذاتیة للمصفوفة A‏ ذات تكراربة m‏ و کسانت 
E Mess, |‏ التجهات الذاتية الصاحبة للقيمة الذاتيسة CA‏ 
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: الإثبات‎ 
: من العطیات في النظرية‎ 
Au = Au 
Au, = Au, 
Aum = Aum 


وبضرب العادلة الأولى في ره والثانية في ره ... والأخيرة في a,‏ ثم الجمع » نصل إلى ؛ 


Alau + ou; +++ + yy )= Aath oou; e + لات‎ ( 


وبالتالي فان »J‏ یکون Ul PER‏ للمصفوفة A‏ مصاحباً للقيمة الذاتية .À‏ 


i=l 


نظرية ٠١‏ : 
إذا كانت 1 قيمة ذاتية للمصفوفة 4 وها المتجه الذاتسي u‏ ؛ فسإن 


"4 تکون قيمة ذاتية تلمصفوفة "4 ولنفس التجه الذاتي lad u‏ 


Ü . 4 عدد صحيح بشكل عام وبشرط وجود‎ n| 





: UM 





ه إذا كانت ne N*‏ حيث *// هي مجموعة الأعداد الصحيحة الوجبة : 
حيث أن Aus Au‏ » إذن بالضرب ( من جھة اليسار ) في 4 : 
Ru = A(Au)= A(Au) - A(4u) A(Au) 3u‏ 


وبالاستمرار في الضرب ( من جهة الیسار ) في 4 : 
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Au = Au‏ 
Atu = Afu‏ 
A" y = Au‏ 
وبالتالی فان ۸۳ تکون قيمة ذاتية للمصفوفة ”4 ولنفس التجه الذاتي Cu‏ حیث n‏ عدد صحیح 
o‏ إذا كانت "۸۷ء بر حيث N-‏ هي جموعة الأعداد الصحيحة السالبة : 
حيث أن Au = Au‏ « إذن Au‏ = وذلك بفرض وجود !47 . وبالتالي فان 
"ھا به کمتجه ذاتسسي مصاحب للقيمة الذاتية E‏ . وبالضرب ( من جهة الیسار ) في 


: A7 
۸2 1 = A [nu)- 4) u)= مه امه )و‎ 7u 


وبالاستمرار في الضرب ( من جهة اليسار ) في DAT‏ 
Au = u‏ 
Au = Au‏ 
A ۳: < ۸ "u‏ 
( حيث m‏ عدد صحیح موحب ( وبالتالي فان A"‏ تکون قيمة ذاتية للمصفوفة A"‏ و لنفس 
التجه الذاتي » ؛ حيث n‏ عدد صحیح سالب وبشرط وجود „A!‏ 
e‏ إذا كانت 20 ۰ : 
۸1 > 27 ۸4 
إذن العبارة الرياضية الي تقول أن ۸۳ تكون قيمة ذاتية للمصفوفة "۸ ولنفس التجه الذاتي u‏ 
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ملحوظة : 
النظرية السابقة ها آهمية كبيرة في حسابات الشکلة الذاتية لقوی الصفوفة ومعکوسها . 
فمثلاً إذا Us jf‏ حساب القیم الذاتية ل “4 فإننا نحسب القیم الذاتية لل 4 وكذلك 
متجهاتها الذاتية . فإذا كانت 4 ها op » (Lu)‏ 44 يكون ها (Atu)‏ مع عدم وجود داعي 


لحساب AT‏ كمصفوفة . 





الإثبات : 
باستعمال نتائج النظرية السابقة ( نظرية ٠١‏ 


sy‏ الام l= al i »(- al‏ مس 
Fa‏ 
أي of‏ فان f(4)‏ یکرت ها (Fu)‏ . 
مکن مد )4( على الصورة f) aA‏ بشروط تخص القیم الذاتية ل A‏ ( وسوف 


i=) 





M 
— 
-— 

!ا 
"a‏ 


نناقش ذلك في الباب الرابع ) . وبفرض وجود هذا المد فان النظرية السابقة ( نظرية ۱۱) 
تکون بالغة الأهمية في الحسابات .. وعلی سبیل الثال ؛ إذا كانت 4 لها c (Au)‏ فان 
)3451 ?4( ها )83445( « Gin(4)‏ ھا in2)‏ و e)‏ ها eu)‏ . 
وعلی القارئ أن يلاحظ Uf‏ لسنا بحاجة ساب الدالة الصفوفية على الاطلاق . 
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الإثبات : 
لنفرض أن 4 ها (Au)‏ وكذلك (رسرن) » إذن : 





Au; = Au, Au;-À;u 


j JJ 
: وبضرب الأولى ( من الیسار ) في "رہ وبأحذ عمليي * و 7 للثانية نحصل على‎ 
*T T 
uj Au, = An uj (1) 
(au, y = (ayu; r > uA = Q) 


وبضرب العادلة (2) (من اليمين ) في یہ واستخدام 4 = AT‏ نصل إلى : 
u Au, = Au u, (3)‏ 

)۸- 45 ua) =0 : )3( - )1( وبطرح‎ 

وللعادلة الأخيرة تودي إلى الاتي : 
o‏ إذا كانت (ز -ن) : 


=0 > A-4,.Vi 


(a, - X u, 





أي أن ,۸ كمية حقيقية . 


: lis ز‎ , awa) إذا كانت‎ e 


(a, - 4 uy, >۵ => (u, 4; ) =0 


اي ان usu‏ متعامدان . 
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ملحوظة : 


س 


تلعب المصفوفات المتمائلة ور هاماً في كثير من التطبیقات اهندسية والفيزيائية .. ولذلك * 


يحب الإنتباه إلى حواصها . 


+ ني الذاتية 9 حقيقية . 
|« سس ا ال d‏ ن متعامدة بالتبسادل Biorthogonal‏ ) إذا 











P 
3 
T 
کے‎ 
ü 
E 
t 
* 


4 ممجھاتھا الذاتية تکون متعامدة بالب‌ادل Biorthogonal‏ ) ]13 
| كانت القیم الذاتية متميزة ) . ET‏ 


الإثبات : متروك للقارئ كتمرين . 
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الصفوفات 
الاثبات : 
دع ed sAn‏ 
هي التجهات الذاتیة المصاحبة هذه القيم الذاتية على النزتیب « إذن بحمیع قيم ز : 
Au; = Au,‏ 
Au, = Ru,‏ 
Au, = Au; Vi = 1,2, ° Qn‏ 
اھ = A",‏ 
وبتکو ين ال كي خطبة Linear Combination‏ 
*c,u, > 0 (1)‏ ہیی + CU + CM, Cu‏ 


وضربها من الیسار فی AT‏ ,......,43 ,4 ,4 على الترتيب » نحصل على : 


۸ + C22 T اجه‎ dorem $ C A Ms = 0 (2) 
co, + cu + cus Tee 4 c AA, =0 (3) 
۵ہ‎ * cA lu, + شوت‎ ee] 4 e, AL u, =0 (n) 
` : عکن کتابتها على الصورة‎ (n) والعادلات من )1( إلى‎ 
TEET; 
DÀ Aa 
[eu 1 ej | czu 1 1 ul 1 A, یه‎ ... ajo 
ہہ مم سس جح‎ 
1 A wea 
وا ا سي‎ 
bd 
7۳۷ =0 . 5 


والصفوفة ۲ بتكوينها هذا ( ر4 ;4( تکون غير شاذة ) آنظر الباب الأول فصل المحددات ( € 
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7-0 
وهذا لا يحدث إلا إذا كانت 


ويمكن للقارئ أن ينتقل إلى الفصل ٥-۳‏ للتدريب على بعض أنواع المسائل كتطبيق على 
النظریسات السابقة » أو أن يؤجل ذلك حتى يتعرف على بعض الطرق العددية للحصول على 
القيم الذاتية ومتجهاتها وسوف يتم ذلك في الفصل 1-۳ . 


۳-۳ ضرب كرونكر والقيم الذاتية 





,1 ومتجهبات ذاتية 

uus‏ على الترتيب وكانت ۷ ها القيم الذاتية 

ph, 1, 7‏ ومتجهات ذاتية مصاحبة Yy‏ ررر ررر على 
الرتیب ء فان حاصل الضرب 8 A8‏ له mn‏ من القيم الذاتية 


. ,با‎ 9 y, ومتجهات ذاتية مصاحبة‎ Ah) 


وقیل البدء في إثبات النظرية » فاني آرجو القاری أن یعود إلى الباب الأول الفصل ا خاص بضرب 
کرونکر . 


الاثبات : 





(48 Bu, © y,)- Au, © By, = Au © uyy; = Vu; u, © y;) 


وبالتالي فان 8 ®4 ها قيم ذاتية ربمم ومتجهات ذاتية مصاحبة y,‏ © به . 
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الصفوفات 





الاثبات : 
لتکن م كمية مقياسية إختيارية » إذن 


)1, + 24)® (In + eB" )- 1, © 1, "و 29 +[ 87 © ,1 + ,1 49)ء+‎ 


D 





(I, + e4)e (1, + sB" )- 1, © 1, + 2و + هع‎ 49 B () 


ولکن القیم الذاتية للمصفوفتین ) "8ء + 4()7ء +7) هي Ateu)‏ , (باع +1) على الرتيب ) تمرين 
للقارئ ( وبالتالي فان 
eA, (2)‏ ( رمم + eu) - 1+ elh;‏ + +1( 


ولكن ‏ كمية اختيارية » ]03 Uc‏ 3 )1( و )2( a£‏ أن D‏ يجب أن یکون ها القیم الذاتية uj)‏ + ,2) 


عارض ۲ : 


الصفوفة < المغرفة في النظرية السابقة والناتجة من حل العس‌ادلات 


الصفوفية ‏ - 8× + AX‏ السابق مناقشتها في الباب الثاني » تکون 





2-۳ إیجاد ١‏ لقیم الذاتية عددیا APPROXIMATING EIGENVALUES‏ 


: The Power Method طریقة القوی‎ ١-٤-٣ 
. تفرض في هذه الطريقة أن القيم الذاتية متميزة وأن لما بحموعة مستقلة من التجهات الذاتية‎ 


وتفرزض أيضا وجود قيمة ذاتية هي الأكبر عدديا Laregest in Magnitude‏ . 
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x= ارہ‎ 


j=l 
۱ میم ,4,4 ,4 على الزتيب » حصل على‎ , AF وبضرب العادلة السابقة من اليسار في‎ l 
3 o) 
Ax = Y a i VU 
ادر‎ 
2 
4x رہ ہد‎ ^ v Ae, (2 vo 
j=l ^ 
4x = Ya, Av و ہ‎ ( 3 0) 
j=l 
أي أن‎ 
A مہ‎ Ay = - Va, E 9 v k= 1,2, 
jA 
ولکننا افترضنا أن‎ 
Ah. ۷×23. 
O3 
00 
lin| و۷ , 0= ات‎ 
ko 2 
op وبالتالي‎ 
lim A*x = = im Aa | (1) 


فإذا كان ۶0 ره فإن التتابعة الأحيرة إما أن تتقارب إلى الصفسر ) وذلك إذا ما كان 1> إية] ) 
وإما أن تتباعد ( إذا ما كان 1< JA]‏ ) . 
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والآن دعنا نقوم بعمل مقیاس Scaling‏ للقوی ×4 للتأكيد على أن النهاية في )1( محدودة 

وغير صفرية . ولعمل ذلك نختار 7 من البداية متجه وحدة x Unit Vector‏ منسسوبا le di‏ 
( مقیاس œ-‏ ) وأن فيه عنصر du‏ بحيث 


ap 


دع 

yO ے‎ 4x 
وعرف‎ 

yo‏ = ہر 
c‏ 


n 
Q) 
o 24h 
) _ از _ و۶(‎ 


=y} T m m 
X ۱ 
Po » a vg 

ji 


n 
i ۱ 
avo? + 3a j^ yg ) 
2ح‎ 
n 
i 
avg) + 3a Pg 
E j=2 
(D : Àj (J) 
j 
Vp, + Ys; 7 VE 
ja 


n 
0) U) 
ارم کے + لاہ‎ 
j=2 


=A 





والآن دع R‏ هو أصغر عده صحيح ppl- po aut‏ ورف EAS‏ 


رم 0 


DX .‏ 
کے دک سے ات 
)0 1 
2 پور 
رذن | -1 = xD‏ . والآن عرف 
42 
Q). 40.‏ 
y" = Ax" = m‏ 


Jp, 
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وینفس الأأسلوب السابق a‏ حساب ul‏ نحسب D‏ : 
)0 / )2,0 
y Zoi VR f^‏ 
F TM 5‏ 
MN‏ 2 


ORKON 
HU TY 





=% 
US r4 31 (J) 
EK 2 ۱ م‎ ۱ 
۳ وعر‎ c ر‎ =| ۳ x هو اصغر عدد صحیح‎ P, كذلك دع‎ 
2 1 2 (0 
eS Ax A? x® 
(2) ر‎ (2) (D 
P, P, P, ط7‎ 


وهکذا .. T‏ نصل إلى .ox9‏ وبشکل عام يمكننا تعريف متتابعة من ا مت (كات .۳م 4 
س٣‏ ومتتابعة من الکمیات المقياسية ur‏ بحيث 


y? یرف ے‎ ern 
و الي تعطي‎ 
(0 sd. CD» 
av, Ys 66 D 
um yp = ۸ ۔_‎ 1 (2) 
i ۱ 
در‎ vo 


0 
اس و ۳ ۲۳ 


(m m 


YP, 11 e 


حيث (فی كل حطوة) تستعمل ,2 للتعبير عن أصغر عدد صحیح بحیث pm]‏ = || . وبدراسة 
التعبیر الرياضي ل uU?‏ ء فان 
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الصفوفات 
Àj‏ 
an‏ سے3 ,2ء «l1, Vj‏ 
A‏ 
of,‏ 
lim 40? si‏ 
m-»oo‏ 


بشرط اختیار xD‏ بحیٹ 0 #۶ 2G‏ 


و kal‏ عکن الإثبات أن متتابعة التحهات (or‏ تتقارب إلى التجه الذاتي VO‏ الصاحب للقيمة 
A AS‏ . 


هذا هو الأساس النظري لطريقة القرى Power Method‏ .. ولكن لما عيوب في كيفية اختیار 
XO)‏ وكذلك محدودة بالطريقة الي فر ضت بها القيم الذاتية والتحهات الذاتية . 


ولتوضیح ذلك ؛ خذ مثلاً الصفوفة 


0 14 4- 
A-|-s 13 0‏ 
2 0 ۰۱-1 
الي لها القیم الذاتية 
A422‏ , 3عمه , 4=6 
+ |1 
وباستعمال طريقة القرى » دع |1|- x9‏ ( لاحظ أن 1= | ) ء إذن : 
1 
10 
4x9 - 8‏ - ”ير 
1 
رمن ٹم -to‏ ]لو بيس 
0 ر - كير 


x, 


0) 
x0 گے‎ 08 
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ey )‏ أن 1= ]| ) .. وبالاستمرار بنفس الأسلوب نحصل على الحدول التالی : 


[EE ٦ 
1 1 1 | 
1 08 0. 
.75 1-0. : 





0.8 1 
1 0.75 0.111 


ر 
7.2 
6.5 4- 0.730769 1 





6.230769 


| 5 | | 0.718182. -0.235915 6.111 


1 0.716216 -0.243095 6.054546 


6.027027 0.246588- 0.715247 | 
6.013453 6ھ 0.714765 | | 8 | 


UA 












| 0.14525 -0.249157 6.006711 
1 0.714405 -0.249579 6.003352 


4 








x" -[ 0.714316 -0.249895f , 4, =6 


لاحظ أن xU‏ متجه وحدة . 
وهناك خوارزمي بخص الصفوفة التمائلة عکن قراءته في ) ۱993 , (Burden & Faires‏ . إلا أن 
ا خوارزمی السابق یعتبر خوارزمي عام c‏ وهذا الخوارزمي مشفر بلغة BASIC‏ في اللحق أ 


- ( Appendix A ) 


۲-۳ خوارزمي Householder‏ و QR‏ : 
في حالة کون الصفوفة 4 متمائلة فاننا عکننا استعمال طريقة القوی دون مشاکل .. ولکسن 
عكننا تسر يع التقارب باستعمال تجو يلات Householder‏ الي تأحذ الصور : 
P-I-2ww! , weR"‏ 
وال لها حاصیتان هامتان : 
* الصفوفة P‏ متمائلة Symmetric‏ * الصفوفة ‏ و حدوية Unitary‏ 


وهاتان الخاصتان عکن إثباتهما بسهولة بحساب م ثم ثبات أن (<م 2۳ . 





| 4 | 1 0.722200 -0.22085 
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و خوارزمي Householder‏ حول أولاً الصفوفة التمائلة ذات الرتبة nx n‏ إلى مصفوفة 
متمائلة ثلائية القطر Tridiagonal‏ و مشابهة similar‏ لا ( أي ها نفس القیم الذاتية ) . وسسوف 
أكتفي هنا بعرض الخوارزمي دون [ثبات الطريقة وال عکن أن يجدها القارئ الهتم 3 & Burden‏ ) 
Faires, 1993 , p. 525)‏ . واخطوة الثانية هي استعمال خوارزمي QR‏ لایجاد القیم الذاتية . 


: Householder خوارزمي‎ 


a 
. و مرا‎ Upg الدخلات : الرتبة # والصفوفة 4 =4 والتحهات‎ 


الخرجات : الصفوفة ACD‏ رفي کل حطوة یمکن إعادة تخزين الصفوفات AU.‏ على الصفوفة A‏ ) 


الخطوة :)١١‏ لكل قيمة من قیم 2,۰۰۰,7۸2[ k‏ نفذ الخطوات من الخطوة (Y)‏ حتى 


الخطوة )£ \( . 
الخطوة (۲) : ضع 
a= Yen)‏ 
ادر 
اخطوة (Y)‏ : إذا كان 0= ,له » ضع 
a - -q^‏ 


والا ضع 


V, (k 
qa 


T% 
Ak+l,k 





الخطوة )£( : ضع 
ب RSQ = à? - aaff)‏ 
( ملحوظة : 85۵-2۳۶ ) 


اخطوة )9( : ضع 
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( ملحوظة : 0> ۷ = ...2 ر۷ = إن غير ذات أهمية ) 
وضع 
ولقیم ,2,۰ +6<ز ‏ ضع 


g$)‏ ے 


ULL‏ اك كك ہے 
(ملحو (w 72750 2r‏ 








الخطوة j=kk+l n e: V)‏ > ضع 





1 Lo. 7 
( PROD =v بو‎ = vl Ay : ملحوظة‎ ( 


الخطوة (N)‏ : لقيم ,1۰+ = ز ضع 





1 ۳ Doe ١ 1 ۳ 
z "uv =u ~v uv =u - ww يو‎ — A08 - ww! 


- v 1 AC 
2RSQ 4r r r 


(ملحوظة : إحسب 
-2ww' |‏ )لاي -2ww"‏ 7)- ارود رت ار (AFD‏ 
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الخطوة )٩(‏ : لقیم 1- .2,۰ + ,1+ - 7 نفذ الخطوات (۱۰) و .)١١(‏ 


الخطوة (۱۰) : لقیم ,1+ ضع 





k+l K 
كم = لان‎ — viz, - vyz, 
۸+۱( _ +۱ 
مس لا لام‎ 
اخطوة (۱۱) : ضع‎ 
ون‎ x aj - ر202‎ 
اخطوة (۱۲) : ضع‎ 


و22 - a rali‏ 
الخطوة (۱۳) : لقيم ,2+ -< ضع 


ke) ے‎ ak} ے‎ 


اخطوة (۱۶) : ضع 


(k+1) _ (X) X 
aktik 7 ۸+۱, T ۸ 


(4+1) _ (kl) 
Qj ku] 7 01+۸ 





( ملحوظة : العناصر الأخرى من AMT‏ هي نفسها العناصر الت‌اظرة ل 


( AX 
. استدع الصفوفة "4 ( وهي الحرحات ( ثم توقف‎ : (V8) الخطوة‎ 
القطر‎ à 55 ؛‎ Symmetric متمائلة‎ A4 الصفوفة‎ à b xa) 


. ) 4 للمصفوفة‎ Similar و مشابهة‎ ۰ Tridiagonal 


وكتطبيق على så‏ يلات Householder‏ ( مثال مأخوذ من المر جع السابق )ادع 


-2 2 
0 1 
3 -2 
-2 -| 


O N =‏ ہم 


4 
9 lan} = (1)? + (-2} + )2( =9 


d 


و حيث ان #0 t A‏ ادن 





0 
4 
1۷ 
-2 
2 
4 1 -2 2 0 1 
111 2 0 1 | 4 X 
21-20 3 -2]|-2| |-X 
2 1 -2 2152 7 
PROD - 6 
1 
—l1 
mm 6 
سيد‎ EN 
3 
0 
وبالتالي تکون‎ 
4 -3 0 0 
«| 3 A Y X 
1 A -9% 
0 4 -4 -1 


لاحظ أن 
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الصفوفات 
0 0 0 1 
Ll. r 9 -X %4 -A‏ رم 
پر M‏ 4 0 250 
4 ۸۶ 74- 0 


ولسوف يجد القاری هذا الخوارزمي مشفر بلغة BASIC‏ في اللحق Appendix A ) Í‏ ) . 


۵-۳ رینات محلولة على الفصل (£-Y)‏ : 

(Y)‏ إثبت أنه للمصفوفة الدورية [dempotent‏ تکون القیم الذاتية إما مساوية للصفر أو للواحد 
الصحیح . 

الاثبات : 

من العروف أنه للمصفوفة الدورية 4 تکون 4 = cA?‏ وبالتالي op‏ 





,4-0 >= 4-1-0 »= 2۶-20 د ۸ ۸ 


3 ۵ 5 1 
(Y)‏ إحسب قيم b‏ ,و الي تمعل الصفوفة |۵6 4 4-۱1 فامتجه ذاتي |۱1 . ثم إحسب 
6 2 8 1 
القيم والمتجهات الذاتية الأخرى . 
الحل : 
a 1 1 À 716‏ 5 
Au=Au > ۱۱ 4 bjl|-A| => 4a=8‏ 
21 ۶ 1 6|1 2 8 


ثم بحل العادلة 0 - |7 -4| نحصل على : 


(A-162 + 2+ 36(-0‏ >= 202-5760 + 1522- ثم 


juu, 


3 +1- 
— ہر 
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وعلى القاری أن يحسب uy,‏ وأن يتأكد أن يناع ينه . 
(Y)‏ إثبت أن القيم الذاتية ل AB‏ و BA‏ تكون متطابقة حيث A, B‏ مصفوفتان مربعضسان ‏ ثم 


$ 8 
أوجد العلاقة بين متجهاتهما الذاتية . 


الالبات : 





دع Au‏ = ۸8 .. بالضرب ( من جهة الیسار ) فی 8 : 


BABu = ABu => سور ی‎ => BAv=Av 


حيث v= Bu‏ وهذا يعي أنه (ذا كان ل (Lu) AB‏ » فان ل (Av) BA‏ حیث v= Bu‏ . 


)£( إذا كان BA‏ = 48 فاثبت أن 2 ,۸ لهما نفس àe pat‏ التحهات الذاتية . 





Au = Au (1) 


وبضرب )0 من جهة الیسار في 8 : 
BAu = 4 Q)‏ 


ثم بضرب (2) من جهة الیسار في 4 : 


ABAu -7 ABu = ABAu =  A(BAu) = A(BAu) 
- BA 
متجه ذاتي ل 4 لنفس القيمة الذاتية 2 .. أي أن‎ Lal هو‎ BAu وهذا يعن أن التجه‎ 


BAu- au 
CO) حيث © كمية مقياسية . ولکن ( من‎ 

Au = Au 
إذن‎ 


BAu-au > یھ‎ - (2) 
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وهذا يع أن u‏ متجه ذاتي ل p‏ لقيمة ذاتية REI (alà)‏ هذه الخاصية ا ٰامة للمصفوفات 
الإبدالية . ويمكن إضافة أن العلاقة بين القيم الذاتية للمصفوفتين هي أن حاصل ضرب القيم الذاتية 
التناظرة دائماً ثابت .. أي أن : 


ثابت  A(B)‏ «(4)ية 


5 -2 -4 
-4 2 5 i 


7 حیث 7 هي الصفوفة المكونة من التجهات الذاتية ل 4 كأعمدة . 


ال : 
من السھل إستنتاج القیم الذاتية للمصفوفة 4 : 


ثم حساب التجهات الذاتية الصاحبة : 


1 1 -2 
uy =| 2 8 u, ولا ۳ 0 ے‎ = 
0 1 2 


لاحظ T‏ و پر مستقلان: خط بالرعم مین آن اهنا di‏ القیمة الذانیه كدق لاحسظ آن. يل 


Li 
. ) (لاذا ؟‎ uan متعامد على کل من‎ 


والآن دع 
-=l‏ 4 1 ۱ 2- 11 
T-20 i| > 701, -2 5‏ 
2 1 2- 2 01 
وباجراء عملية الضرب 
cup E A 0 0‏ ام WE‏ 
T'AT-32 0 ۱۱-2 2 214 -2 5501 0|-]0 4 0‏ 
2ļ-4 2 5ļ-2 3 0 0 101 ۱۲0 0 %4‏ 1 0 


12 


i 


ue Au 


Au PD 


وهذه تعطي M‏ دلات الاتية : 


وبالتالی 


بالنسبة للمصفوفة 4 : 


الحل : 


ظ 


0 
4 
-3 


-4 0 0 
2 0 0 
5 0 
0 3 
0 4 


-2 
2 
2 
0 
0 


للمصفوفة 


(C‏ اذا كانت 


AS) 


ANXN = diag( A, .يك‎ 


le A= 


وجد المتجها 





تر 


قی هذه النتيجة 


إلى مستوى النظرية ؟ 
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ا 
- 
Xx‏ 
z‏ 
v en‏ 
اس M‏ 
ےا bis‏ 
جج 
H‏ 
od 1 t‏ 
O‏ ۱۰۰۰۱ اه 
|1 ؛ اج 
۱ ۱۵ ه 
نم ند 
Es‏ ۳ 
2۱٦‏ 
و شڈ 
کال Pu ud‏ 
Oire O‏ 
SE‏ و ھچ نوت 
IO 1:1‏ 
ت 


ذلك في الفصل القادم . 


ت الذاتية 


بدلالة المتجهات الذاتية للمصفوفات الفرعية پر ,4,۰۰۰ ,4 » ثم حل مشكلة القيم الذاتية 


للمصفوف: ۸4 








مشكلة القیم الذاتية للمصفوفات 


الصفوفات 


وا يكون ها القيم الذاتية | 2,4,4 ولتحهسات الذاتية Masa]‏ حيث 


المصفوفة ,4 من رتبة QUU, . m‏ فان 


A 1 1 D 2 2 21 
د[ ما‎ Bt, at, a a, ag, ADD, مس‎ AQ, p, am] 
: وتکون التحهات الذاتية كالآتي‎ 
uth || اص‎ uO || ۵ 0 0 0 0 
| | پچ چٹ ا امرش ۱ ووم از هی ]ات عبت نه‎ 
o || 0 0۱۳ مو‎ fa رت‎ ARES 
= oO O اما 0 ]ا © ان‎ O سل‎ oh ۵ pl O 
dre aL qu "jum [am 
حيث‎ 
۳ں‎ e R” 
: ويجب ملاحظة‎ 


* أنه إذا كانت كل المصفوفات ,۸4 مصفوفة شبه سهلة Semi-Simple‏ ( آنظسسر الفصل 
القادم ) c‏ فان و تكن ایض كيه ا 
٭ :ان النتيجة الى حصلنا عليها صالحة لحالة وجود قيم ذاتية مشتركة القيمة بین المصفوفات 


. A 


1 


والآن المصفوفة المعطاة عکن كتابتها على الصورة 


5 -2 -40 0 
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ومتحهاتها الذاتية هي 


والقیم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة A‏ هي 
ts]‏ =|( 


tls] 


9] = 1,110,5,-5] 


وبالتالی فان الصفوفة 4 ها القیم الذاتية 


والمتجهات الذاتية 


(Y)‏ الصفوفة ۸4 یی بالمصفوفة ال قياسية Normal Matrix.‏ وذلك إذا كانت 
4 47 = "44 . إثبت أن مثل هذه الصفوفة شبه سهلة . كذلك آثبت أن 
امہنا۔( 2۱۸4۲ () 
(ii) ala + at ja A(A) + A (A)‏ 
حيث ([...)4 هي القیم الذاتية لما بين القوسین . 


الإثبات : 





أ إثبات أن 4 شبه سهلة : دع Bz AAT‏ إذن 


r eT YT ^T 
B" =(44" J = ۸۸7 =B 
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إذن الصفوفة ۸۸۳ = 8 مصفوفة هيرميتية وبالتالي فهي شبه سهلة .. أي عکن حعلها قطرية 
بالتحويلة المتمائلة Jui) T7 BT = D;‏ الفصل القادم لفهم معنی " القطرية " ) . 
ب ولائبات الجزء الثاني من السوال : 

حيث أن الصفوفتین "4 ,4 بدالیتان » إذن هما نفس مجموعة التجهات الذاتية ( آنظر تمرين حلول 
٤‏ في نفس هذا الفصل ) . کذلك 4,47 هما نفس القیم الذاتية . ومن ثم إذا كانت 4 ها (4,u)‏ 
فان a^‏ ها (u)‏ . لتفرض A of‏ ها oe (Au)‏ 


AT Au= 14» => (4T 4 = ۸7 =| u‏ > سره 
وبالتالي فان المصفوفة ATA‏ يكون ھا القيم الذاتية 440| ۱ 
كذلك دع 
+ ماب( "م +ھ) مہ ملعم مہ مه 


. Qoo Au) ها‎ (a ۸47 ( المصفوفة‎ op وبالتالي‎ 


٦-٣‏ الاستقطار — الصفوفات القابلة لأن تکون قطرية 
DIAGONALIZATION - DIAGONALIZABLE MATRICES‏ 

یطلق على الصفوفة 7 الى تحتوي على التجهات الذاتية للمصفوفة A‏ ب الصفوفة الظاهرية 

: (Au) والعلاقة الآنية دائماً سليمة لأي مصفوفة مربعة 4 ها‎ Modal Matrix 
AT - TD; 

حيث D,‏ مصفوفة قطرية عناصر قطرها هي القيم الذاتية للمصفوفة 4 و بنفس ترئیب وضع التجهات 
الذاتية للمصفوفة ۸ في الصفوفة 7 كأعمدة . 
۱-۰-۳ المتجهات الذاتية المستقلة Independent Eigenvectors‏ : 


إذا كانت التجهات الذاتية ل 4 مستقلة فان 
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×٭- ()م 
ویکون T‏ موجود ‏ وبالتالی یکون 


رط = TAT‏ 
هذه الصيغة الأخيرة تسمی ب القطرية Diagonalization‏ أو تسمی أحيانا ب التحويلة التمائلية 
P1 ^ ۳ 7 ET à 1 3 tos £‏ 5 
Similarity Transformation‏ . وتسمى المصفوفة A‏ في هذه الحالة بالمصفورفة القابلة للقطرية 
Diagonalizable‏ أو بالمصفوفة شبه السهلة Semi-Simple‏ وأحيانا سهلة Simple‏ فقط . ويقال أن A‏ 


متمائلة (أر مشابهة) Similar to‏ مع D,‏ . 





( لاحظ أن التجهات الذاتية مستقلة oS‏ القيم الذاتية متميزة ) . وبالتالي فان الصفوفة الظاهريسة T‏ 


للمصفوفة 4 هي 
l 5‏ 1 
1 1- 72-0 
2 0 0 
ومنها 
3- 1 1 
T's|0 -1 X‏ 
۸ 00 


وتکون القطرية كالتالي 
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اتصفوفات 
I [200‏ 1 01 1 1]2- 1 1 
رط <0 1 1|=|0 1- ۱0 1 1۶/0 1- 747۲-۱0 
3 0 ۱0 |2 0 30 0 ۵۱0 0 0 


حالة dala‏ : حالة الصفوفات ا تماثلة ا حقیقیة أو افرميتية : 
قي هذه الحالة فانه من المکر des ٦‏ تمرف خاش یذ SAT‏ 


27 


أي تكون 7 مصفوفة وحدوية Unitar Matrix‏ . ويسمى التحويل في هذه الحالة تحويل مؤتلف 


. Unitary Transformation أر التحويل الوحدري‎ Congruent Transformation 





0 2 1 
مثال : (حعل الصفوفة | 0 1- A-|2‏ قطرية . 
5 0 0 
اخل : 
القیم الذاتية للمصفوفة 4 هي 
A 2-45‏ ۰ کل À - 5 ۰ A e‏ 
ومتجهاتها الذاتية هي 
1-45 كل + 1 0 
2 اھ پا 2 u-|0| , m=)‏ 
0 1 


لاحظ أن التجهات الذاتية مستقلة ( لأن Vis j‏ ,20 (,».,») ) . وبالتالي فان الصفوفة الظاهرية 
7 للمصفوفة 4 هي 
lee) &- esl‏ 5 +( 


0 
7-0 þa ا۳ا/7‎ 
1 0 0 
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0 0 1 
E 2/۳ 1 
1-45 fhul 2/۳ و‎ 


وتكون القطرية كالتالي 

PM 0 o afi 2 ofo (syl -45V 
ZEE 2/۷۱ 1 -1 T 2/۷۱ Ml | ol 
1-45 ps] امد‎ ojo o sji 0 0 nen 











وعلی القارئ التأكد بنفسه من صحة هذه احسابات . 







مثال : آوجد الصفوفة المائلة (Agr Ul)‏ للمصفوفة | 2 2 او ي 
2 24 

DM 

القیم الذاتية للمصفوفة A‏ هي 


0 وھ . 1= . ۸-۱ 


4-2 1 1 
1 ]= , ۱0۱ع< وه , |2)- uj‏ 
2 1 0 


لاحظ أن التجهات الذاتية مستقلة ( لأن (uu) > 0, Vi j‏ ) . ونسستطيع أن فصل ) مسن 
0 ) على متجهات متعامدة باستعمال طريقة جرام — میدت Gram - Schmidt‏ السابق 
ذكرها في الباب الأول : 


ومتجهاتها الذاتية هي 
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الصفوفات 
ug (04‏ 
1 6 
ولا = ولا 
ثم جعلها ا داش مقياس الوحدة Normalized‏ : 
NN [7#‏ :۸ 
TEASE‏ 
Js 2‏ : 


وبالتا لی تكون الصفوفة الظاهرية 


_ ۱5 Aw 4 
Ter 4 


0 Pm 4 
ومنها‎ 
ut meum e. 
T -T - هلا‎ IE E 
-A A A 
وتکون القطرية کالتالي‎ 


7۸47 2 T! AT 


-*-*/s Fm -Z‏ ۹إ 0 یڑ عبر 
"Us E 25۱-2 2 2 75 - Yiz 24‏ 
Ys A‏ 5]9 2 هم 4« 4- 


0 
0 


1 0 
0 1 = D; 
0 0 10 

لاحظ أن أهمية حساب T‏ من 7 هي کون اج آسهل بکثیر من To!‏ 6 كما يجب أن نلاحسظ أن 
AT + D,‏ 77 بینما یکون =D,‏ 71۸47 . كما يحب ملاحظة أنه إذا کان » متجه ذاتي مص‌احب 


للقيمة الذاتية ۰۸ فان ü‏ كذلك متجه ذاتي مصاحب لنفس القيمة الذاتية -À‏ 
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Y-7*4—Y‏ التجهات الذاتية العتمدة بعضها على بعض (غير مستقلة) 
Dependent Eigenvectors‏ 

في هذه الحالة لا عکن جعل A‏ قطرية بشکل مباشر .. ولکن من المکن وصف ما یسمی ب 
ا متجهات المعممة Generalized Vectors‏ و شکل جور دان Jordan Form‏ التکون من قوالب 
جوردان Jordan Blocks‏ للوصول إلى الصورة 

AT - TJ 

أو TAT =J‏ 
حيث J‏ مصفوفة قريبة من القطرية ولیست قطرية . وبشكل عام c‏ يطلق على 4 في هذه الحالة 
مصفوفة غير شبه سهلة Non-Semi-Simple‏ أو ببساطة أكثر غير سهلة Non-Simple‏ . 


۷-۳ شکل جور داك JORDAN FORM‏ 


في حالة الصفوفات غير شبه السهلة Non-Semi-Simple‏ ( أي المصفوفات ای لامككن 

تحويلها إلى الشكل T AT = D,‏ أو الي لا عکن حساب 7-7 فا بسبب وجود إعتمساد بين 
متجهاتها الذاتية ومن ثم فهي تحقق فقط العلاقة :47-72 ) » هذه المصفوفات عکن تحويلها إلى 

فلت ئ القطرية axes Y‏ ب شكل جوردان (Jordan From‏ بحيث SJ‏ ۰71۸7 حيث 
7 في هذه الحالة تحتوي على ما To‏ ب التجهات الذاتية ا معممة Generalized Eigenvectors‏ . 

والآن نشرع في الحسابات من بداية المشكلة » حيث يكون لدينا مصفوفة مربعة ها قيم ذاتيسة 
بعضها ذات تكرارية Multiplicity‏ وعند حساب التجهات الذاتية هذه القيم الذاتية وجدنا أن هناك 
إعتمادية في مجموعة المتجهات الذاتية لاحدی هذه القيم الذاتية الي لها تكرارية . 

نفرض أن لدینا مصفوفة 4 ها قيمة ذاتية واحدة 2 ذات تكرارية في حین أن بقية القيم 
الذاتية متميزة .. أي نفرض أن الصفوفة A‏ ها القیم الذاتية : 


T UE NR نت‎ 5 
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Ami رب‎ , Vizj 
ولتکن‎ . m و ”4 هي القيمة الذاتية وال ها تكرارية‎ 
fu apo Ha 2: A و‎ uy) 
مسن‎ fumum Un) هي التحهات الذاتية ل 4 . في هذه الحالة نحد أن المجموعة الفرعيسة‎ 
غير مستقلة بعضها عن بعض .. بتعبير آخر‎ fustas sm} التحهات الذاتية مستقلة بینما ا مجموعة‎ 


phus پر‎ ( > m 


Ps1 Um2> viis sly j= ور‎ - mM 


)ہد ! T‏ ! 2+ أ E | Um | usu‏ وم | ]= T‏ 
فوفة شاذة وبالتالي فان 771 غير موجودة ولا يمكن تنفيذ القطرية . ویقال هنا أن ۸ لا يمكن 


جع لها قطرية Non-Diagonalizable‏ . 








دع 20 ,نان + eee‏ ولا + ارت هي ال كيبة اخطي۔-ة Linear Combination‏ والطل وب 
اختبارها للاستقلالية ( الاستقلالية تتحقق عندما یکون الحل الوحید هو 0- ن وذلك لجميع قيم ن) . 
بضرب التركيبة الخطية في AI)‏ -4) : 


0) 4- Ag + c(4 - Ag e )4 - AI, =0 
=0 =u =u 1 
28 


0 = 7 6 + ایا ی C3)‏ + 6210 
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وبالضرب مر أخري في A)‏ -4( : 


Ara + c(4 - AL, + ssec, + Cy (4 - Al, 20‏ - ان 
i =0 = =U y-2‏ 
أي أن 
C4; Tie + Cul. = 0‏ + لو“ 
وبالضرب مرة الثة في AI)‏ -4( 
0= وم 2 -4)ہہ + ۰۰۰۰+ وت 20 - )نه + c(4 - Ara‏ 
=u SU m-3‏ 0= 
أي أن 
C4, + CH, bn + ou, 3 = 0‏ 


وباستمرار عملية الضرب في AI)‏ -۸4) عددا من الرات قدره )1 - (m‏ نکون قد وصلنا إلى : 


CU + C4, + CAMS + ۰ T6422 + وا‎ 70 (D 
اوہ‎ + c4 duse * 80-2-3 + ارت‎ F 0 (2) 
8۸4841۰ tC, Hg t Cmtm-3 — 0 (3) 
ارت‎ + Cpt = 0 (m-2) 
Cl > 0 (m *1) 


من العادلة )1 - (m‏ نستنتج أن 70 e,‏ ؛ نم من العادلة )2 - (m‏ نستنتج أن 70 4 e 0g‏ ا 
العادلة الأصلية نستنتج أن 0= e‏ . وبالتالي فان التركيبة الخطية 


6۷ + لاه‎ + EE + C, =0 


لا تتحقق إلا في الحالة الي فيها 





Ld الصفوفات‎ 


gii 





الالبات : 
بالنظر إلى شرط وجود التجهات tanali‏ بحد أنها تحقق الآتی : 
(4-A, =0 , (4- AK = , Vie23 m‏ 


. تکون مستقلة‎ (uiis 





y) فان التجهات‎ c ١ NES وباستخدام نتائج‎ 


من النتائج ال حلصنا إليها من العارضين ١‏ و ۲ نصل إلى النتيجة الحامة الآتية : 


I I 
1 f Uma] ۱ Mu 


فة الظاهرية 7 غير شاؤة وبالتالي فان : 
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ملاحظات هامة : 
* إذا كان هناك تكرارية حبرية في القيمة الذانية ۸.عقدار OU m‏ 
Pn us, (EXE ۳ (1‏ 
فان هذه القيمة الذاتية تظهر في قالب جوردان واحد Jordan Block‏ كالآتي : 


A 1 0 ۰. 0 0 


0 ۸ 1:00 
J= - 
i رم هر‎ 1 0 
0 0 0 2 1 
0 0 Àj um 


وتسمی المصفوفة 4 في هذه الحالة بالصفوفة غير المنحلة ) Non-Degenerate‏ أو 
Non-Derogatory‏ ( - 


ul *‏ إذا كانت 


m= pl, u, enn م 2( برا,‎ <1 
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فان نفس القيمة الذاتية ..2 تظهر في م من قوالب جوردان ؛ کل قالب له الأبعاد mxm;‏ بحیٹ 


یکون Y m 2m‏ وکل قالب له صورة عامة كالآتي : 


j=l 
2 م‎ 0 0 0 
0 4 م‎ 0 0 

0 8 1 
م 4 .. 0 0 


o 
o 
© 
FW 


قرینات حلولة على الفصل (V-T)‏ 


3 4 5 
)3( أوجد المصفوفة الظاهرية T‏ بحيث يكون T'AT=J‏ حيث |3- 0 4-1 . 
1 2- 1 
الحل : 
القیم الذاتية ل 4 هي 
45-2 , 4ع يل د رط 
والمتجهات الذاتية هي 
1 1 ۱ 
]- = 10 5 1- = ولا حت إلا 
1- 1 
وبالتالي فان التجهات المعممة تكون 
1 
e. 1 =u = -1‏ 


juu,‏ تکون 7 كالآتي 
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1 0 1 
T-|-1 1 -1‏ 
1ت[ 1 
ویکون 
110 4 
۱ 
ار لوك 
0۱-2 0 
لاحظ أن هذا يعي أن T AT =J‏ . 
-l‏ 2 2 
(Y)‏ أوجد ل,7 للمصفوفة | 1 1- 1-|-4 . 
2 2- 1- 
اخل : 
ua‏ الذاتية ل 4 هي 
1< وا = وھ = 2 
والمتجهات الذاتية هي 
0 1 
آاے وه 20 1 
2 | 


وسنصف في هذا JEN‏ كيفية التصرف في مثل هذه الحالة . 
دع نے تركيبة خطية من MM,‏ .. أي خذ 
u-oeutfu-| p‏ 
ثم آوجد رت كما سبق 
-liq a‏ 2 1 


£ او ۱ 2- 1-| >= =ù‏ وت( (4-4) 
۸ | وو|ل 1 2- 1- 


الصفوفات 18 


وال عکن حلها كالآني: 
-I| a 12-1 a‏ 2 1 
/+ه !0 0 jf0‏ م !1 2- 1- 
1!a«28| |0 0 0 ۱26+ ۵(‏ 


وبالتالي هناك حل هذا النظم عند 0 - + ؛ أي عند B - -a‏ ویکسون »= 74 و20 + ہو 


a=] وبأعذ‎ 


نم خذ 
au, + bu,‏ = ولا 


بحيث یکون مستقل عن 2 ( ولیکن Ho‏ ) ؛ إذن 


1 
0ھ ولا 
1 


QS T تكون‎ uu, 


T=|-1 0 0 
-10 1 


ویکون 
1 1 
1 ۱0< 7۳۱۸۲1 


وهذا Juli‏ يعطي كيفية التصرف في حالة وحود متجهین مستقلین لتكرارية ( حالة إنخلال ) . 
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. و ۶ > ص‎ As A, وها القیم الذاتية المتميزة‎ n مربعة من رتبة‎ Q إذا كانت الصفوفة‎ (Y 
. 7*۲ =J" فاذا كان ل = 7۳107 آثبت أن‎ 








الاثبات : 
الصفوفة الربعة © عکن وضعها على شکل جوردان كالاتي : 
ل ع 77107 
أي Q-TJT of‏ 
ومن ثم 
vf. TJT)TJT |‏ ال77 1 
=I =I‏ 
ktimes‏ 
ktimes‏ 


. وها القیم الذاتية المتمسيزة ولب ول7 و «>م‎ n إذا كانت الصفوفة © مربعة من رتبة‎ (f) 
آثبت أن 0= و سن إذا وفقط !13 کان‎ 
la| >1 , ۷ مرسشاعزر‎ 
: الإثبات‎ 
: المصفوفة المربعة 0 يمكن وضعها على شكل جوردان كالآتي‎ 


ل ع 7-107 





ومن Qul‏ السابق يكون ٤ر‏ = 710*7 : أو Q* - TJ/*T^‏ 
ولکن J‏ مصفوفة مثلثية علیا وكذلك J*‏ الي يكون قطرها الرئيسي هر القيم الذاتية ]4 مرفوعة 
للقوة ck‏ بينما تکون عناصرها الأخرى من القیم الذاتية أيضاً مرفوعة لقوی أقل من k‏ . وبالتالي 


یکون 
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lim J* = 0‏ 
k>%‏ 
إذا وفقط إذا كانت کل القيم الذاتية محققة لل 1> جحمیع قیم j=1,2,‏ .. وهذا ثبت 
الطلوب . ۱ 


ملحوظة : 
هذا الثال يفيد في إثبات تقارب الطرق التكرارية لحل العادلات الخطية كما سبق أن بيناه في الاب 


الثاني : 


۸-۳ مسائل على الباب الثالث 


. أصفار‎ (4" =O) Nilepotent للصفر‎ 33 MM إثبت أن القيم الذاتية للمصفوفة‎ (V 
إحسب القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ل‎ (Y) 
009| وا‎ 0 27 


100 1 
60 4 0|+180 8 0 +6 
h 
. ذاتية‎ ALAS )۱( لیکون ها‎ A= 4 
1 


O N ہم‎ 


0 
(Y‏ احسب الشرط على الصفوفة 1 
0 


)£( إثبت أن A,A!‏ یکون هما متجهات ذاتية Sont‏ بالتبادل Biorthogonal‏ . 
)8( إذا كان ۳۱8 = 4 » فأثبت أن القیم الذاتية ل 4 تکون متطابقة مع القیم الذاتية ل B‏ « 
نم أوجد العلاقة بين متجهاتهما الذاتية . 
)3( إثبت الاتي للمعادلة الذاتية : 
ay +۰۰۰ + a,"‏ ژر + وه = |27 - 4 <( 


حیث 


G لاعوه‎ . (i) a=) , i) ومس 1( = ريه‎ 
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(Y) 


(A) 


(۹) 


مشكلة القيم الذاتية للمصفوفات 


إذا كانت A‏ مصفوفة متمائلة وكان x‏ أحد التحهات الذاتیة لمصفوفة مربعة ۰۸ فأئبت أن 
oa)‏ - 4) يكون ها نفس التجهات الذاتية ل 4 ( حيث c‏ كمية مقياسية ) » ثم أوحد 
العلاقة بين القيم الذاتية . 

(بت أن القیم الذاتية للمصفوفة المتوحمدة Orthonormal‏ تکون عددیاً الوحدة . 


بت أنه إذا کان 


3 


(A-A =0 , ۸-2 رب‎ 


)4 - AJ", =0 


(۱۰) إثبت إذا كانت 4 حقيقية وتحقق : ATM = MA‏ » حيث M‏ مصفوفة موجبة تحديدا ( أي أن 


0< ”× لأي x e C"‏ ولا يساوي الصفر ) . أثبت أن (4) كميات حقيقية . 


r(4)= 3 : إثبت أن‎ (M) 
i=] 


(۱۲) صمم مصفوفة 4 بحیث یکون شا قييم ذاتية مصاحبة 4 , 2 , 1- ومتجهات ذاتية 


1- 0 1 
0 | و1 | ما 1[ على الترتیب . 
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الباب الرابع 





۱-6 مقدمة : 
يطرح هذا الباب إجابة عن سؤال هام وهو " ماذا عن دوال المصفوفات f(A)‏ ؟ كيف 
نحسب cos A ۰ sinA ۰ e^‏ ۰ .. ؟ وهل مذه الدوال وحود وهل نستطيع حسابها أم لا ؟ . ولكن 
هل هذه الإجابة أهمية ؟ .. نعم هناك أهمية كبيرة للإجابة على هذا السؤال .. فهي تودي بنا إلى 
تطبيق نظرية المصفوفات في حل مشاكل رياضية كثيرة مثل المعادلات التفاضلية والمعادلات التكاملية 
وغیرها . ۱ 
?£ 
fy fA + fA +۰۰ (a)‏ -(1)4 
دالة مقياسية في ۸ بحيث تکون متقاربة Convergent‏ إذا كان R‏ > |4| حيث ReR‏ . ودعنا ندعي 
وجود الدالة الصفوفية f(A)‏ على هذا النسق ؛ أي 
f(4)= fol + fA + hA +... (b) ۱‏ 
وبافتراض أن القيم الذاتية للمصفوفة المربعة متميزة ( إفتراض لا يخصص المسألة ) » فإننا ء ومن الباب 
السابق » قد علمنا T" 4T- D, of‏ وان D,‏ = 7147 ء وبالتالی بضرب الصيغة (b)‏ في 771 
من الیسار و 7 من اليمين : 


T^ f(A)T = لو‎ + AT AT + fT MT + 20 = fol + fiD, + Da ا کات‎ 


AD, + Dy, vitse 2 (c)‏ + آمز7 - شار 
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f (A)‏ تتقارب إذا كانت الصفوفة القطرية بین القوسین في (c)‏ متقاربة .. ولکننا إذا نظرنا 
إلى عناصر القطر فإننا نراه مساوياً ل (,)/ وذلك إذا كان ۸ > | » وبالتالي فإننا نصل إلى 
نتيجة هامة وهي أن f(A)‏ موجودة إذا کان هناك شرط على القيم الذاتية ل 4 وأن 
رم f(A) TD‏ . 

يمكننا الآن اعتبار أن الدالة الصفوفة بشکل عام هي 


اع كه . SASSA‏ 


۴۵ 


إذا کان 


fe Ys 


i=0 
A ومن المکن إثبات أن هذه التعریف لا يزال صا حا في حالة وجود تكرارية في القیم الذاتية ال‎ 
ء وبالتا‎ T^! 447 = حيث ل شكل جوردان ويكون 4ل‎ 77147 =J حيث سیکون فی هذه الحالة‎ 
pu جوردان و‎ 
FU s 2و + لور + ول[‎ + Pe -1 

وتكون الصفوفة بین القوسین مصفوفة مثلثية عليا ( اذا ؟ ) وتکون أكبر قوى للقيم الذاتیة قي القطر 
الرئيسي الذي يكون محتوياً على (ب۸) الي تتقارب عندما R‏ > || . 

كيف US‏ الآن حساب (7)۸ .. Eler In(/ + A) cosA « sin A ۰ e J‏ 
هناك عدة طرق نستطيع بها أداء هذا ا حساب نستعرضها كما يلي : 


( شبه سهلة‎ A ( باستخدام الاستقطار‎ ۲۷-6 
USING DIAGONALIZATION (A is semi-simple ) 


من التعریف السابق للدالة (4)/ وصلنا إلى الاتي : 


f(A) = Ys 0۸0ر‎ 
ز‎ 0 


i=0 


SA =TD paT ot, 


بشرط وجود (۸)کر . 
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NERINEN 


(4) = diag(f (a) £ (a22 ( ۰ 





الإثبات : 





[ )۸( = ID,(a, y = diag(f (a) f(a) S (ann) 


فمثلاً (ذا كان 
0 0 5 
0 42103 
002 
فان : 
00 ثم 0 0 sin5‏ 
sn4-| 0 sin3 0 | , ef=|0 e 0‏ 
 sin2 0 0 è‏ 0 0 
وهکذا . 





وبالتالی فان 


دوال الصفوفات 


0 /n ور‎ 0 0 1 
ےو ہے‎ Va TEP بت کے‎ 
X s Va “JR ° 


أي أن هناك .€ ab‏ وحداوية ( لاذا ؟ ) بحیث يكون 


5 0 0 
TT'AT=D,=|0 4 0 
0 0 -2 
وبالتالی فان‎ 
تم‎ 0 0 ew. a uat 0 
e! zT 0 e^ 0 |۳۳ --| e-e? e+e’? 0 
0 0 e? 0 0 2e 


: محلولة‎ cu 


. تکون متمائلة‎ f(A) فان‎ c اثبت أنه إذا كانت 4 مصفوفة متمائلة‎ (Y) 


اخل : 

حيث أن A‏ مصفوفة متمائلة c‏ إذن هناك مصفوفة T‏ جیسست o, S,‏ 71-77 و A-TD,T!‏ ۰ 
وبالتالی : آترں ,19 f(4)‏ 

ومنها ^ 


(f(4 "= Ubro" | -TD,GT! = f(A) 


أي f(A) ol‏ تکون متمائلة . 


. sin? 4+ cos? 4-1 إثبت أن‎ (Y) 


الاثبات : 





TDg aT > sin? 4 2 , T7‏ =4 صلی 


sin“ A 


cos A = TD, 4T = cos? A = TD 


cos? A 


7-1 
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وبالتالي فان 


sm“ A 


sin? A + cos? A= رد)7‎ + Dis لل‎ TD تر تیر‎ = TIT" TT? =1 


. sin(-4) = -sin 4 بت أن‎ (Y) 


sin A= TD,, 4T : الاثبات‎ 





ولکن إذا كان Ax = Ax‏ فان 


نے = (-4)x‏ 
أي إذا كانت 4 لها (A,x)‏ فان ل (4-) (CAx)‏ ومن ثم : 


sin ۸( TD, T^ - TD cT = -sin A 
sin(—À) sin( A) 


e^ -TD,T! , e^-TD,T^ _: الإبات‎ 





T'TD.T '-TD,D T -TD,T  -TIT 1 2۲۳۱ =1 


e^. e^ -TD , 5 
=] 


)8( إثبت أنه إذا کان ل 4 (A,x)‏ » فان 40( یکون ها (At, x)‏ حیث ۲ كمية مقياسية . 


الإثبات : 





: 1 وبالضرب قي‎ Ax = Ax إذن‎ (A,x) ها‎ 4 
(A)x = (14)x => (Ax = (At 


أي أن (A0‏ یکرن ها (×,21) . 
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ری اثبت أن : ری 77 = ^ 


الاثبات : 
4 ها (A,x)‏ « 031 40( یکون ها (4x)‏ وذلك من التمرین السابق . وبالتالي : 





e“ = 70,7 


الاثبات : LTD‏ کو — ۲۱ رط7۔ "e‏ 





ATD aT? m dep = (DT) = TD. T^ یط‎ 


1 - "m; 
eJ =e إذن‎ 


7 (y seh : اثبت أن‎ (A) 


الإثبات : T)! Tp!‏ 70 د e“‏ >= وراک ثم 





e-151 > (QU) - TD, iT" = TD aT" 


1 : 
fe 42 2g o3! 


لاحظ أن التمارین (7) و (8) أدت إلى نتائج هامة . . فمثلاً اد إذا رجعنا للمصفوفة 4 العطاة في آحر 


0 13 
Jus‏ (الثال السابق للتمارین المحلولة) » كانت |0 1 3 |<4 ومنها وجدنا أن : 
5 0 0 
tu +e jeg 0‏ 
gre 0‏ م ای | ان 
2 

















الصفوفات 191 


j ette e-e 0 
g^ s e*-g e+e 0 : وبالتالي‎ 
0 0 کیو‎ 
e تی‎ cog" 0 
e“ - e-e” e+e” 0 : كذلك‎ 


0 0 2e" 


n 
. ۸,۲ ومن ثم فان ء مصفوفة غير شاذة بشمیع قیم‎ » “|= D Te" : اثبت أن‎ )9( 
7-1 


: uy 





n 
Irjr"|- |p.«.| - [ [e 
—Á——À 


izl 





D 





لاص 








e^ ے‎ TD T! — “| = [TD 
= 
ial شاذة ( أي لها بعض القیم الذاتية ھا » فان الدالة الأسية لا تساوي‎ A وحتی لو کانت‎ 


ومن ثم فان le^| «o‏ وهذا معناه أن e^‏ دائما غير شاذة وذلك لجميع قیم MCA,‏ أن : 


1 5 
fe“) 2g^ 


( شبه سهلة‎ A ) باستخدام نظرية كايلي  هاملتون‎ ۳-6 
USING CAYLEY - HAMILTON THEOREM (A is semi-simple ) 


نظرية : نظرية كايلي — هاملتون 


كل مصفوفة مربعة 4 تحقق معادلتها الذاتية .. أي أنه إذا كان 


lat - مه - ا۸‎ + aA + 


a9] + ۵۸+ 





تسمی النظرية السابقة بنظرية هاملتون ‏ کايلي أيضا ( أنظر 1978 , Finkbeiner D.T.‏ ( . 
الإثبات : 
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سوف نقدم إثباتا للمصفوفات شبه السهلة Semi-Simple‏ وعلی القاری أن يقرأ الإثبات في حالة 
الصفوفات غير شبه السهلة Non-Semi-Simple‏ في کتاب ( 1982 Deif A.S.,‏ ( . 


دع A,‏ مصفوفة شبه سهلة ها (A u)‏ . كذلك دع × متجه عام . وحيث أن 0 تون 
بجموعة مستقلة في "۴ أو C"‏ » فان أي متجه في R"‏ أو C"‏ عکن مده بدلالتها .. أي أن 


n 
izl 


وبالتالی فان 
adu = Y sin‏ < 4 
i=l i=]‏ 
n‏ 
cA u; = Yu u;‏ سے ۸42 
i=] i=l‏ 
n‏ 
ان ری = Ax‏ 
i=l‏ 
وبالتالی op‏ 


n 
(ai + ad + aj 4^ Tee + ره‎ e - Sala + aA, + ۸7وہ‎ Hore + ره‎ y, >0 
izl 


)$50 ) > وحیث أن × متحه عام c‏ فان ا حل الوحید هو 


0= مره 
24 


i=l 


۱-۳-6 بعض نتائج نظرية كايلي ‏ هاملتون : 





الاثبات : 


الصفوفات 
ا أن 
(a)‏ 
فان 
وبضرب )2( A d‏ : 


أي أن : 


وبالتالي فان 


٠ی‏ گے ره أ لسك -Fad‏ 


ix 9, «0 i0 


pth 
(a, an J > 


وبالاستمرار بنفس الطريقة نصل إلى 





k20 


" k JU توابت تخص‎ pe حيث‎ 
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7-1 ۱ 
a, ,A" + ۵,4 + a4 = 0 


i=0 


nal 
a, A" = -a, ,4" - 2 4 =- T مر‎ ajA 
an 


i0‏ 0«ز 


n+l 6-1 1 g i € i 
A = رت‎ -on 2۸ - 3a4 
n] . "n 


۱-0 i=l 


| اد ۸۳۱ کحد اعلی‎ mI f 





الاثبات : 


عرضنا آن : 





بشرط وحود التقارب 


۶۸-۸ 


i=0 


. وباستعمال النتيجة (1) : 
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7-1 
Ak = Y ona À k20 


i=0 


فانه بتوالي التعویض عن القوی الي هي أعلى من 1 - # » فلن یتبقی إلا احدود ذات القوی أقل من n‏ 
.. أي أنه في النهاية : 








NG) في‎ Vandermonde Matrix A ya yA) يكن استخدام مصفوفة‎ 


|المعاملات لفكوك KAA‏ . 






| 


ملحوظة : مصفوفة فاندرموند للمصفوفة 4 هي الصفوفة ۷ حيث | 24 . 

ڑھ ... 2 DA‏ 
و 4“ ,24 هي القیم الذاتية للمصفوفة 4 وقد سبق فك محدد هذه الصفوفة في مس‌ائل 
الباب الأول . 
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f(A) - Yol + yA peee + y, 4 Al 2 (a) 
وباعتبار أن ۸ شبه سهلة وكذلك‎ 
جر‎ Aj ۷ j 
T'AT-D , 7۱۸/7 , T'f(Af = رم‎ 
: 7 ومن اليمين في‎ T من الیسار في‎ (a) وبضرب‎ 


T" f(A)T = ]و‎ + XT AT اه‎ 4 y,aT AT 


e 
G . 


D ray = Yol + YD, + راو‎ ۰ +7 


در 


وهذه تؤدي إلى n‏ من المعادلات المستقلة زهي 


هعرج فور + fü )= 7o + yA,‏ 
وق الصورة المصفوفية فاننا jat‏ على مصفوفة فاندرموند 7 : 
WW Ro ar Mi‏ 


1 و‎ 1 ves A n Sa) 
DA A6 A (و2/ |= در‎ 
1 بر‎ A $m An Yn-1 Sn) 
ر سس‎ 
=V 
UB (Y— راجع مسألة ۲۹ في فصل‎ » AAA, غير شاذة ( لأن‎ V وحيث أن مصفوفة فاندرموند‎ 


تحصل على انعاملات aa‏ ۰ 0م بشكل Unique A‏ . 





2 ; 
. A= اذا كان‎ et a: مثال‎ 
p 1 in 
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ال : 
n‏ . 11 و0 1 . ۰ ار ای را Ab‏ 
( 150 ؟ ) » وبالتای فان ۳۳ | | )$90( c‏ ومن ثم 4+ e^ Syl‏ 
2 4 71 5 1 
5 


2a) 
«pb rs xi " 


1 
Yo zl 5 رز‎ ze 


-A 6 


لاحظ أن e^t‏ متمائلة ) BU‏ ؟ ) . 


MINIMUM POLYNOMIAL اخدودية الصغری‎ ٤-٤ 


إذا كانت A,‏ مصفوفة شبه سهلة أو غير شبه سهلة » فهل الحدودية الذائية Characteristic‏ 
Polynomial‏ ( وسنرمز ھا بالرمز DA)‏ الي کی أحیانا بالدالة الذاتية Charateristic Function‏ 
للمصفوفة ,4 ) هي الدالة الوحيدة ل ,4 الي تساوي الصفوفة الصفرية 0 ؟ . بالطبع لا .. فإن 
أي دالة مصفوفية على صورة 

J(4) = ۵)۸(2)۸(‏ 
يحب أن تساوي Uie‏ وفي الواقع ليست الصورة السابقة ل (4)/ هي الصورة الوحيدة السي 


تساوي صفرا . 


)1> بر‎ > ne خا درجة‎ gy n) Hii | 


کسی هذه الحدودیسة ب الحدودية 





الاثبات : دعنا نفترض وجود حدوديتين m(A) ,m(A)‏ من درحة n)‏ > بر (IS‏ بحیٹ : 


20 (۸) ریم = (71)7 
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إذن 
Hu ۳‏ 
aï =0 , a,-1‏ -(۱)۸« 
iz0 :‏ 
H .‏ 
B -0 , f,-1‏ 3 ()ر« 
i=0‏ 


Hu g- 
m (A) - m(A) - m4) = V (a; -p = 9 ۸ =0 


izÜ i=0 
حدودیتان‎ m (Ahm (A) أي أن هناك حدودية ذات درجة أصغر من مر وهذا یتعارض مع أن‎ 
هي الحدودية الصفری . ومن ثم فان‎ m (A) صغريتان لأنه في هذه الحالة تكون‎ 
. Unique كحدودية صغرى تکون فريدة‎ m(A) أي أن‎ . m (A)=m (A) = m(Q) 


DÀ) 
يجب أن تکون قابلة للقسسمة‎ P(1) - 0 كل حدودية رمع يحيث.‎ 





اعلى الحدودية الصغر ی mA)‏ . 


الإثبات : 





دعنا نفترض أن هناك باقي للقسمة .. أي أن 

P(A)= mla Jala) + r(4) 
أن‎ a£ 4 وبالتعویض ب‎ 

P(A)= m(4)g(4)+ r(A) 
P(4)-O , ولکن 0 (م)س‎ 
r(4) =O إذن‎ 


ولكن درحة rA)‏ أقل من بر( = درحة c ) mA)‏ لذا فان m(A)‏ في هذه الحالة لا تكون الحدودية 
الصغرى إلا إذا 0 = )4( أصلاً . وبالتالي فان (2(9)2) P(A)=‏ .. أي أن P(A) m(A)‏ . 
أي أن احدودية الصغری m(A)‏ يجب أن d‏ أي حدودية آحری PA)‏ إذا كان 0 P(4)2‏ . 


b‏ دوال الصفوفات 





الاثبات : 
فلنقسم mA)‏ على )2-4( ولفرض أن )4-4( ليس عاملاً من عوامل m(A)‏ ۰ إذن 





m(A) = (4-A, )s(A) + r 
: أن‎ a£ 4 ثابت .وبالتعويض ب‎ r حيث درحة (5)4 هي (1-م) و‎ 
«۸ =(4-4,1,)s(4)+ بل‎ — ($10) 
=0 ($50) 
: الاتي‎ a£ فإذا کان 0 عدم فاننا‎ 


(4- 4,1)s(4)= د 16 4-4( >= م‎ 2 
r 


وهنا gs‏ أن =a)‏ =( هي معکوس M‏ -4( . ولکن ,هي إحدى القیم الذاتية ل ۸ فهسسذا 
يعني آن > AI)‏ -4)م وهذا بدوره يعن أن (A - AI)‏ لیس ها معكوس » ومن ثم يجب أن تكون 
اما غیر موجودة ( آي أن 0-م ) . إذن 

(4) = )4 - AI)sQ) 


وهذا يثبت منطوق النظرية أنه لابد للحدودية الصغری mA)‏ ألا 355 عامل من عوامل ala)‏ 


اعارض : 
إذا كانت ,4 مصفوفة شسبه سسهلة فا قیسم ذانيسة مسيزة 


ار(ز « :۷ , رة ٭ (a‏ فان : 


oaa) | 
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: الإثبات‎ 
oS وهذا واضح‎ 
ابرم (مہ‎ - Ciyju- 4 «CY 34-4) 
۱ وکذلك‎ 
"()- $ 0-4) 
op وبالتالي‎ 
ola) - Ci m) 


في حالة القیم الذاتية المتميزة . 





الخدودية الصغرى MCA)‏ ليست هي الحدودية الناتجة بساطة من | 
| ضرب العوامل المحميزة ل D(A)‏ ( أي Quay‏ التكرارية ) .2 | 





الإثبات : 


لإثبات النفي الطلوب فانه یکتفی بإعطاء مثال . دع 
1 1 1 
1 1 2۱0 ۸4 
!1 0 0 


9()-|4- | = Ci -iy 





ومنها 


فهل هذا يعن أن 
n(4)= (4 -1)‏ 
للرد » عوض ب (mA‏ ستحد أن 


m(A)- A- ] ۶ 0 
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وهذا يع أن (A)‏ ليست هي احدودية الصغری ل 4 ولکن 

m(4) - (4-1‏ 
في هذه الحالة لأن | 

(4-1P =0 
وكذلك‎ 

(4-1f ۶0 , 3‏ 
ونلفت النظر هنا إلى أنه توحد طريقة لایجاد mA)‏ صالحة للمصفوفات ذات الرتبة الصغيرة وال 
عناصرها أعداد صحیحة بحیث يمكن حساب A, A, A"‏ وعلی الققارئ امهتم of‏ پراجع 
Hohn F.E., 1973, p.416 )‏ ) . ۱ 
بقي أن نقول أن تحدید m(A)‏ مشكلة حقيقية لأن الطريقة السابق ذکرها المرجع السابق 

صعبة ومملة ولكننا نحد إجابة تريح الصدر في کتاب Deif A.S., 1, plI2)‏ ) نعرضها في النظرية 
التالية والخاصة بالصفوفات شبه السهلة (وهي الحالة الي في أيدينا في هذا الفصل) : 


الإثبات : 





s 





i=l 


حيث 1 هي الصفوفة الظاهرية Modal Matrix‏ ل 4 ) لاحظ TO of‏ موجوده .. «(fU‏ ومن 


S 


[ [(4-41)= 71/0, - An, - %1} D, - 2,Dpr^ 


i=] 
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ولکن إذا تذكرنا التالي : 
QV)‏ المصفوفة (D, - AI)‏ قطرية وتحتوي على أصفار في أماكن تواجد ,4 على 
القطر . : 
(Y)‏ حاصل ضرب الصفوفات القطرية هو مصفوفة قطرية . 
و (Y)‏ إذا كانت الأصفار موحودة على الأقطار بالتبادل في الصفوفات 
(D, - AI)‏ 


فان الناتج النهائى حاصل الضرب ,4 - T T(D;‏ يجب أن یکون صفرا وهذا يعن بالتالي أن 
ان النائح النهالي d‏ وهذا JU ignc‏ 


] ])4 - 20 rl, - unos - 41-5, - "نم‎ = ror -o 


izl 
ولا عکن وحسود‎ (DA) هي الحدودية الصغری ) ذلك لأنها تحتوي على کل عوامل‎ ”)2( of أي‎ 


حدودية أصغر منها . 


ملحوظة : يمكن رؤية النقاط الثلأث )١(‏ و (Y)‏ و (Y)‏ السابقة بوضوح من الأمثلة التالية : 
E Jh ; ۲ ۱‏ 
0= = 
0 0| |4 00 0 


5۱6۱۵ 
-T4-----£- | --4-----f- 


0!0 ۲۱ 
۱ 


O © © © 


0 
0 
0 
0 
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دعنا نلخص النتائج (gl!‏ وصلنا الیها حتی الآن : 


ET شبه سهلة وها قیم ذاتية متمیزة‎ ۸ = Á, فا كانت‎ e| 
m(A) - 0(4) = ۸ - 4| 


Qi]‏ إذا كانت ,4 = 4 شبه سهلة وها قيم ذاتية متميزة عددها و 
(ssn) |‏ فان 


وبهذا يتم خفض الرتبة من n‏ إلى ء . 


أ( إذا كانت ,4 =4 غير شبه سهلة وغير منحلة ء فانه يمكن 


حساب متجهات ذاتية معممة جیسث تضمها المصفوفة 
الظاهرية 7 ( والتی تكون غير شاذة ) بحيث یمکن إجراء 
]7 - 7'47] وف هذه الحالة تكسون POE]‏ ولا 
Du:‏ أي خفض في الرتبة . 

إذا كانت ,4 -4 غير شبه سهلة ومنحلة e‏ فإن m(A)‏ 
تکون بين کونها (۵)2 أو (۸-2)] [ حيث و هي d‏ 
القیم الذاتية التميزة . 





T‏ € إذا علمنا فانها تحل محل D(A)‏ في حسابات دوال الصفوفات وذلك 
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اخل : 
القیم الذاتية ل 4 هي 
A, = -3‏ 2= و2 2= A‏ 
وعند 2= A‏ 
0 > و 0= و5۷ - 0 ۷ 2 1 0 
0= يرا >= 0 jo 0 1 |v,|3|0| => $v‏ > 2/۲0 -4) 
V3 0 v); + 2۷ =0 ۷ < ۵4‏ 5- 0 0 
حيث a‏ إختیاریة . وبالتالي يمكن ial‏ » على الصورة 
a 1‏ 
0 ع | 0 | 2 1 
0 0 


والصفوفة A‏ هنا غير منحلة ( لماذا ؟ ) ومن ثم فان 


0 1 215 12] [0 5 1 
)4-2/()4+3/(-0 0 0 5 ۱۱2/0 0 0|«O 
0 0 -slo 0 0| ۱0 0 0 
0 0 2-915 ۱ 21 [00 0 
(4-21f(4+31)=|0 0 -5 [0 5 1|210 0 0-0 
00-2500 0| ۵ 0 0 
m(A)- (4-23 (4 «3) إذن‎ 


وهذا يتفق مع النظرية إذ يجب أن تكون D(A)‏ >(۸)س . 





ال : القيم الذاتية ل 4 هي : )72 و - ره , 1- 4= 4) والمتجهات الذاتية لما هي : 
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1 1 1 2 
1 -1 0 3 
= = 5 Ha = y U, = 
ھت‎ cr eS ? "|o هد‎ 
0 0 1 0 
. ) شبه سهلة ( لماذا ؟‎ A والمصفوفة‎ 
الطريقة الأولى : الاستقطار‎ 
£p ومنها‎ T نحسب المصفوفة الظاهرية‎ 
1 1 12 1 1 -5 -1 
1-103 کے رتو کہ‎ 
T= > 77! = 
0 0 0 1 210 0 0 2 
0 0 10 0 0 2 0 
ومنها‎ 
e 0 i -e fe” - 9 
e“ TD T7? = 0 e ما‎ -e 0 
5 0 0 e” 0 
0 0 0 e” 
الطريقة الثانية : باستخدام نظرية كايلي — هاملتون‎ 
n(A) = (4 -1X4 - 2) ($154) 
op وبالتالي‎ 
وه‎ + @ =e ay = 26 - e” 
e" = زب : > 4ب + 1ے‎ > 
a + 2a, =e” a =e” -e 
ومنها‎ 
e 0 2le?! — اج‎ fe” - uj 
7 el 3le?! - e 0 
e -— 


o o c 
o o 
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¢ -۵ استعمال نظرية كايلي ‏ هاملتون في حالة A‏ غير شبه سهلة 
ومنحلة 2x‏ ۱ : 





إذا كانت 4 شبه سهلة فان الحدودية الصغرى تحل محل ا حدودیة الذاتية عند استعمالنا نظرية 
كايلي ‏ هاملتون . ونعلم الآن أن الحدودية الصغرى تأخذ في الاعتبار القيم الذاتية المتميزة بفعض 


النظر عن تکرارها ..أي of‏ ۱ 
e SA)‏ |4 ۰۰ 2 بك 1 
J)‏ ۵ اج ... یه 14 
)0 |=| يه | 27 .۰ به DA‏ 


ra زر خر ...تر‎ TF 


5 


cA , ssn 


f)n- |‏ 
0ز 
حيث s‏ هي عدد القیم الذاتية المتميزة . وفي هذه الحالة نقول أن هناك EP‏ في الرتبة Reduction‏ 
in Order‏ . 
Ul‏ في حالة کون الصفوفة 4 غير شبه سهلة وفي نفس الوقت غير منحلة » فإننا نعلم الآن أنه 
يجب علینا استعمال الحدودية الذاتية دون حفض في الرتبة ) رغم وجود التکرارية الجبريةاع .. أي أن 


n-l 
f(4) - 3 ۸ 
i=0 
أما عدم التحدید فيأتي في حالة کون الصفوفة 4 غير شبه سهلة و منحلة .. في هذه الحالة‎ 


نعلم أن درجة احدودية الصغری تتراوح بين و ( عدد القیم الذاتية المتميزة ) و ” الرتبة ) .. ولکن 
كيف نحددها ؟ . لا سبیل الا حساب 


is‏ دوال الصفوفات 


وقيمة k‏ ال تحعل حاصل الضرب صفرا هي درجة الحدودية الصغری .. ولکنها طريقة عقيمة بلا 
شك . وهناك عدة طرق یمکن اللجوء إليها لتکون الصورة أوضح من ذلك . 





الاثبات : 
إذا كانت : 0=  )۸- Ay‏ () 





هي العادلة الذاتية للمصفوفة cA,‏ فان f(A)‏ تحقق الآتي 
f(4)2ay + a, A4 + a4 d verses 4 a, d‏ 
وبالتالي فان 
" بت + ...۰+ aA + aA.‏ + ونه = (A)‏ 
وبتفاضل العلاقة )1( بالنسبة ل ۸ a£‏ أن 


f'a)- P = 0 + 2027 هون‎ $ (n 2j SN. dis Q 


وبتوالي التفاضل )1- (n‏ من الرات نصل إلى 





" d? 
f (4) 2 < = 20 + 607 + <<< p (n 5 Tn E a) 2 9 
sa d 
رگ (2) کر‎ - Gs + 240,1 + ...... (n= ما‎ - 2] 3 2 5 
(n-1) MULIER C EIN CST 
fee 3 E Gaya, 5 


زین 
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والعادلات من (1) إلى (n)‏ يمكن وضعها على الصورة الصفوفية : 
at 00 fa)‏ 
a, f'a)‏ 72 (-) 
f'A)‏ |=| وه 24- (na-n‏ . 


ا(1 - ر) 


ana) (SOPA 


nxn 


1 





ولكن محدد مصفوفة العاملات U‏ السابقة ( = حاصل ضرب عناصر القطر ) لا يساوي الصفر € 
وبالتالي فهذه العادلات مستقلة . 


ملحوظة : 
يمكننا استعمال نتيجة هذا العارض في حسابات f(4)‏ كما سيلي في الأمثلة القادمة . 


وعکن الرحوع للجدول البین في الصفحة التالية کملخص لا تم تناوله في هذا الباب . 


مثال توضيحي : خذ الصفوفات . 


دم ہ ه هت د ی و و وه 
ہ ید هو ہہ بر و O‏ 
ہہ یہ وہ = ON‏ 
ہ © N O‏ ہہس N‏ 
تج © © © ا ooon‏ 
O ONO‏ = رم cc‏ 
cuoc‏ ےہ = ON‏ 
هت © N=‏ ےہ ےہ بادا نحم 


أولاً : بالنسبة للمصفوفة A‏ 
ها القيم الذاتية 2,2,2,2 ومتجهاتها الذاتية هي 
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شبه سهلة 


Semi-Simple 


غير شبه سهلة 


Non-Semi-Sim 








ple 





uj, sus) n‏ ہیام 
او ۷۱ ر4 # A,‏ 


Derogato Non-Derogato Diagonalizable 
pun us suy (۲ >1 p(u us .L aus) > 1 T AT = D, 


Generalized Eignvectors à m(A) = 11 )۸ - 4) 
i=l 


T - wi. sut E 
حيث و عدد القيم‎ 


الذاتية التميزة 
شکل جوردان شکل حوردان 
Jordan Form Jordan Form‏ 


T AT2J TUATS 
7۲ f(AT =J; T-' f(A)T - J, 
























Generalized Eignvectors U 
T= <“ وق‎ l 
















برج الب وردان کے 2 لها oisi ca des,‏ لکل ھا 


k mà تكرارية‎ 
58 5 5 ۱ Lem ریه‎ 

تكرارية جبرية mim‏ ح ,م > 

ادر 





n 


m(A) = ۱10 -2(- | - 4 - 02( 


i2] 
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۰ 


0 
0 
0 
1 


Qu‏ ۵ جه 
00 سس هه 


0 
1 
0 
0 
أي أن لها متجهات ذاتية مستقلة » فهي شبه سهلة . ونلاحظ أن الحدودية الصغرى هي 


m(A)- (4 -2) 
4-21 0 oy 


وهذا یحقق أن 1= s‏ ) = عدد القیم الذاتية المتميزة ) و 4. شبه سهلة . 


انیا : بالنسبة للمصفوفة B‏ 





ها القیم الذاتية 2,2 ,2,2 ومتجهاتها الذاتية تبحدد من 
of] [0‏ 000 
ofaj jo‏ 0 0 0 
-ilal lo‏ 0 0 0 
oja] 9‏ 0 0 0 


وهذا يعطي 0= b,‏ خين أن رظ bi bs‏ تکون إختیاریة . وعلیه عکن iei‏ التجهات الذاتية 
(بالاعتیار) كالاتي : 


جک GA GEM‏ ام 

c‏ - بی 
© > = © 
ہے = ہم o‏ 


ونلاحظ أن 
elu Hj da [>‏ 
وبالتالي فهي غير شبه سهلة و منحلة . كذلك a£‏ أن 
0 ع 8-21 


ولكن 0 -(8-21()8-21) 
( تأكد بنفسك ) . إذن 
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m(A) = (4 - 2 


وهذا یحقق أن الصفوفة غور شبه سهلة تفع حدودینها ين )0-4[ [ ) ses‏ عدد لیے 
i=}‏ 

الذاتية المتميزة ) وبين کونها |8 - ۸7| >(ؤ)ط . 

ولاجاد f(B)‏ فاننا نستعمل نظرية كايلي ‏ هاملتون كالآتي : 


m(A)- (A - 2 : حیث أن‎ 


إذن هناك حفض في الرتبة عقدار )2( عن العتاد .. وبالتالي تكون 


QA = f(4) ao = f(A) - 2f'(A)‏ + ملا 
>= > قبع + امه - (8)ر 
(0 > رم a = f'(A)‏ 


فإذا كانت op » f(B) e eP‏ ( مع الأخذ في الاعتبار أن 422( : 


Qo =e” —2te^ , a,-te 
وبالتالي تکون‎ 
1000 2 010 0] fe” 10 0 
1 
او ا دق ین عام‎ 
0010 0 0۱2 1 0 0 le" te” 
0 0 0 1 o 0۱0 لد‎ |0 oto e 
: ملاحظة هامة‎ 
: باجراء التجزی لل و‎ 
2 010 0 
1 
o 2'0 0| ۶ 0 
تی‎ ms as 
| 0 14 
0 0۱0 2 
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i e” 0۱0 0 
e” 0 i 2 : 
Bt 210,0 e€:10 0 
€ =0 ei T ۳2 2t 
مد ع مت ید دا‎ 77 0 0 ۱ te 
0 x d i 2t 
0 010 e 


وهذا ی aS‏ ما وصلنا إليه بحل العادلات . 


ملحوظة : لایجاد e^!‏ أنظر التمارین ا حلولة في فصل 1-4 . 


© بالنسبة للمصفوفة‎ : JU 
ها القیم الذاتية 2 ,2,2,2 ومتجهاتها الذاتية تتحدد من‎ 





0 0 0 ofh] fo 
0 0 -1 00 
0 -1| مر‎ | 0 
0 olal 0 


وهذا يعطي 0= پف- بط في حين أن رط,ط تکون إختيارية . وعلیه عکن أذ التجهات الذاتية 
(بالاختیار) کالاتي : 


سا 0 هه هه 
سس 

© 
"e 


of ونلاحظ‎ 

plu 4, Ws u,|-2«n 
أن‎ a£ وبالتالي فهي غير شبه سهلة و منحلة . کذلك‎ 

C-2120 , (C-2If 0ع‎ 


(c-21y =0 | : ولکن‎ 


( تأكد بنفسك ( . إذن 
)4-2( -(۸) 
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وهو شبیه باخالة السابقة UU)‏ ( . ولایجاد f(C)‏ فاننا نستعمل نظرية كايلي - هاملتون ک‌الاتي 
(مع حفض الرتبة .عقدار (1) عن العتاد ) : 


+A + a22 = f(A)‏ مه 
aC — la +224 = fA)‏ + عر + وه( 
2a, = f'(A)‏ 


ay = f(4) - AP) 227") 
> رز - رم = ےا‎ 
يه‎ - fU) 


فإذا كانت ob c f(C) = e^‏ ( مع الأخذ في الإعتبار أن 2= 4) : 





1 
aq =e“ —2te? 2g , a =te* - 2262 . وه‎ 27 
وبالتالي تکون‎ 
1000 [2100 0 
ل2‎ NU 
0 1 0 12 1 
e = (e - ae! conet : ١ + تم‎ cone] 
0010 010 2 1 
0 0 0 1 [0:00 2 
4 0۱0 0[ [e 0 o o] 
l 
1 0رد‎ 4۱4 1 e te? Lte” 
+ = س | ع‎ = 
0 0۱ 4 4 e? te?! 
0 0:0 4| | و‎ 0 2 
: ملاحظة‎ 
C پاجراء التجزئ ل‎ 
24 0 l 
PO, لك‎ Ea مم ات‎ 
20 0 0 کچ0‪‪"+(7‎ ge 
١ 2 
ہے‎ OLO 96 
E [ 
010 2 1 WE T 
0:002 ۱ 
t 
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9 مات 
e" te^ tpe”‏ | 0 ۳ 0 1 21 7 
2i 2t‏ ۱ الس ام & 
O ۱ ۵ 0 ۱ 0 e te‏ 
e‏ 0 ۲0 0 


وهذا يؤكد ما وصلنا إليه بحل العادلات 8 


ملحوظة : لإيجاد e^t‏ أنظر التمارين احلولة في فصل 5-14 . 


رابعا : بالنسبة للمصفوفة و 
ها القيم الذاتية 2, 2 , 2 , 2 ومتجهاتها الذاتية تتحدد من 


0 0 0 ofa] [o 
0 0 -1 olb] jo 
0 0 0 ابو|1-‎ 0 
00 0 olb] 0 


وهذا يعطي 0- وط = بط = رط قي حين أن bj‏ تکون اختيارية . وعلیه يمكن أخذ التجهات الذاتية 
(بالاعتیار) كالآتي : 


oO 00 سب‎ 
coo n 
هه‎ © 0o uv 


و نلاحظ أن 
pla u 3 u,]-1‏ 


وبالتالي فهي غير شبه سهلة ولکنها غير منحلة . في هذه ال حالة يجب أن یکون 


m(A) - ©)2(‏ 
ومن السهل التحقق : 

m(A)- (A - 2 
m(4)» (4-21) 20 أي أن‎ 
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ولإيجاد f(D)‏ فإننا نستعمل نظرية كايلي ‏ هاملتون uS‏ 


a + 2ره + ره‎ + a2? = f(A) 
2و3 + 2054 + ه‎ = f'(A) 
2a; + 60:4 = f(A) 

6a, = f"(A) 


J(D) = aol + aD + aD? + aD جد‎ 


فاذا کانت (C) = e‏ » فان ( مع ds M‏ في الاعتبار أن 2= 4) فاننا نصل إلى ) على حسسب 
کونها قالب من قوالب جوردان ) : 


© © © = 
O م‎ = n 
n|- 
سد ںی‎ 

m 
nj- سای‎ 
O ` پم‎ n 

^ 


وأرجو من القاری أن يراجع التمارین الحلولة في فصل 4 لإيجاد ۷ء . 

ملاحظة : 

كما فعلنا مع المصفوفتين © , 8 نلاحظ أن الصفوفة D‏ في مثالنا هذا هي قالب من قوالب جوردان 
ول > وبالتالي فان : 





اي ۷ا 
وهذا یو کد صحة ما کتبناه . 
ملاحظة عامة : 
من الممكن محاولة إیجاد متجهات معممة Generalized Vectors‏ كل الحالات ماعدا y ji‏ 


( المصفوفة 4 ) c‏ وایجاد التجهات العممة في حالة المصفوفة غير المنحلة أسهل نسبياً عنها في حالة 
المصفوفة المنحلة .. ولكن c‏ بشكل عام c‏ يفضل معرفة الحدودية الصغرى ثم استعمال نظریة كايلي 
- هاملتون .. فهذا على ما يبدو أسهل الطرق . | 

5-4 تمارين حلولة 


f 5 اذا کانت ; وم او جد‎ (Y) 


الممفوفات 215 


اخل : 


lu - 4| = (4 -2y =0‏ 
ومنها نستنتج أن القيم الذاتية هي 2,2 . لاحظ أن درجة الحدودية الصغرى هي نفسها درجسة 
الحدودية الذاتية ء وبالتالي لا نستطيع استعمال نظرية كايلي ‏ هاملتون مباشرة .. إذأن مصفوفة 
فاندرموند ستکون شاذة ) لماذا ؟ ) . ولکن نضع : 


e^ =al + ارت‎ ۱ (1) 
ومنها‎ 

)2( اقنه + e" = a‏ 
وبتفاضل (2) بالنسبة ل 2 : 

e" =a, G) 


: )2( , )3( ومن‎ 
a=e , a = (1 Are" 
: وبالتعویض في (1) عن‎ 
a -e" , )دوه‎ - Ae" , 2-2 


0 [^ p 
R At 
Mad 0 e 


(Y)‏ إذا كان رید + AR,‏ يتنك , c Au = Au‏ فاثبت أن fi, + fu)‏ = وت(۸)/) 


Jat‏ على 





ecu je; 1 


0 1 0 2 








: الالبات‎ 
Ai, = Ali, + uj 
Ai, = A(4u,) - AA, + u, )= (435) (44) 
= و22‎ + u) (Au) 232, + د27‎ 
AT, = AG )= Gs + 24u )= (3) 24 (4) 
=A? (um + u )+ 2A(Au = Zu, + 324 
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47, = A L6)- ais + 322 (= 22 (Añ) + 322 (Au) 
= A (ai + (+ 322 (Au - 2^, + 42 14 


A” = A + mA" 74 
وبالتالي » إذا كان‎ 
f(A) = ay + ad + a4 a +۰۰۰۰ + ay T2 
فان‎ 
f(A) = مه‎ + aA + ريه‎ + a +۰۰ +a, A 
: 2 وبالتفاضل بالنسبة ل‎ 
[)۸( < a, + 207+ و3۵‎ +۰ + (n - Da, (7? : 


۱ ومنها یعکن حسلب‎ 
fonna, = agii + a Au T aj A), + aA Th ہت رہ سی‎ T a, ,A" i, 


= aotz + رھ‎ (Ai, + (+ ھ٥‎ (es, * 22, )+ 03 (2 * 32u)« 


genus + a, Ug, *(n- DA u, 


= 5 + aà + aA Mee + a14" 7 
+ 8 + نو 307 + 7ر20‎ + (n~ Da, 43) 
= f(Ayg, + f'(A)u 


: فابت آن‎ D (Au = Au 9 Ai = + 1 , Ai = Ad. +) إذا کان‎ ۱ (Y) 


rD 





f(A) = f (Aji, + f'Ain + 


الا 


الاثبات : 





الخطوة الأولى : نحاول إثبات صحة الطلوب وذلك إذا كانت f(A)- A"‏ حیث oe m‏ صحيسح 
موجب . لذا دع c /)4(- A"‏ إذن A"‏ > (4)کر » وبالتالي يكون المطلوب ALL]‏ 


أن : 
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D An? (a)‏ سے 


ولائبات ذلك نستخدم الإستنتاج الر ياضي Mathematical Induction‏ : 


* عند 21 يور : 
بالتعویض عن 7-1 في کل من الطرف الأيسر ) LHS.‏ ) والطرف لاهن 
RHS.)‏ ( للعلاقة a » (a)‏ أن : 


L.H.S. < Aii, 
R.H.S. سے‎ Ais + #2 +0 = Au + و‎ 
LHS.-RH.S : ( ومن العطیات‎ ( 03] 


أي أن العلاقة (a)‏ صحيحة عند m=1‏ 


* عند 2= پور : 


بالتعویض عن 7-2 a‏ كل من الطرف الأيسر ( 11۷.5 ) والطرف الأن 
RHS.)‏ ) للعلاقة (a)‏ ء نحد أن : 
A( Ai) - AAT i) (435) (43)‏ = تاه L.H.S.=‏ 


= 2)41 uS) (AÑ, + u) = A2, + 24d, + u) 
۳.5. < Aii, + 2i, +u 


L.H.S.-R.H.S : إذن‎ 


5 


أي أن العلاقة (a)‏ صحيحة عند 2=" . 

* عند با < پور : 

بفرض صحة العلاقة (a)‏ عند mz k‏ » بالتعویض عن m-k‏ في العلاقة (a)‏ » ند 
آن : 


)1- تس 


Ai, = کر‎ + ka i, + شك ےن‎ (b) 


ساگش تت0 
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S klk - حر‎ -2 (Am) 


کے 


Ag, = A (AT) + زا‎ (Ais) + 


= A (Ai, di) + kA (Ai, + u) + ———- 
(k + 10 
2 


za, + (k + DAF, + Ra 


وهي نفسها العلاقة (a)‏ عند ۲+1 = m‏ . أي أنه إذا كانت العلاقة (a)‏ صحيحة عند 
m-k‏ فستکون صحيحة عند mz-k-4l‏ . وحيث آنها صحيحة عند m-12‏ » 
فبالتالي هي صحيحة عند کل القيم الصحيحة الوجبة ل m‏ . 


الخطوة الثانية : والآن لإثبات الطلوب فانه من نظرية كايلي — هاملتون : 


J(4) = aM + به‎ 4+ aA? + aA? 4eee + a, 4,4" 
: ولا‎ d ) وبالضرب ( من اليمين‎ 
f (Ay = 203 * aV Ag, + a, Ai, * aA, ام ا‎ F a, 14" is 


= ayi, + ره‎ (Ai, + i) + يه‎ (i, + 22 + + alai + 347 + 32 ( 


+ a [ii + AP, + 62 (+ 


+ یه‎ là, + (n 273g, + 09 79 27) 





2 
($50 ) 
= (a, t “8+ فلملل لم مم ءلم له يه‎ + 8; 47! 7 
+ (a + 220 + 342a, e لاف عا‎ + (n 3 1(2۳ a, 7 
* (a + 3۸6 + 622a, ره بل‎ + > nte, بل‎ 
e SERE "(A 
= fA) + f (A) + £ m 





بمعني آخر ء حاول إثبات الآتي : 
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AM + وا‎ 8 Ait, = AU, + و‎ 


f(A = fO) + fO) D + O, 


3l 


Au = Au Aw, = Au + ui 
Ais = A, + و‎ Aŭ, = Ala * D^ 


| rci f) 
f (Au = fA), + fO, a —— 2 * mu 





وأوجه نظر القاری إلى أنه يمكن مراجعة ) Deif A.S., 1982, p.179‏ ) للاستفادة من نتائج التمرینضین 
السابقین إلى حاولة إيجاد طريقة عامة للحصول على ا ُعاملات في نظرية كايلي ‏ هاملتون لاي حالة 
من ا حالات وهي تکافیم مفاضلة العادلة الذاتية للحصول على عدد من العادلات مساق عدد 


احاهیل . 
1 2 
ar 1 addis c‏ 
اخل : 
القيم الذاتية ل ل هي : ۸,۸ والمتجهات الذاتية هي 8 Ni‏ » وبالتالي فان J‏ شبه سهلة ویکون 
T= 1 0 gm el - Te" 7۲-۱ =e"‏ 
i‏ : 1 0 


وبالتالی لا يصلح لها طريقة قوالب جوردان ( حيث آنها هي نفسها من قوالب جوردان ) . لذا نلجأ 
لاسلوب آخر . ۱ 
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Qg = g^ E Ae" 


ج = te”‏ مكلك e'-ay«aA‏ > لړ + اہ = اله 
te^!‏ - 0 
e^t te^‏ 1 2 0 1 
Jt At At At‏ 
بالتال : - e" < le^ -tAe 4 te‏ 
l ۳ 1 E 1 | 0 e 02‏ 
ملحوظة هامة : 
عکن للقاری coU‏ أنه إذا كانت 
A 1 0‏ 
J=|0 A 1‏ 
۸ 0 0 
فان 
e^ te^! le^‏ 
e te^‏ و ا الع 
e”‏ 0 0 
وإذا كانت 
A 1 0 0‏ 
0 1 4 0 
J=‏ 
A 1‏ 0 0 
A‏ 0 0 0 
فإن 
1,3 2, 1 
t 2 yt‏ 1 
discus olds Suet‏ 
t‏ 1 00 
1 0 0 0 
M13‏ »4 عام « إذا کانت 
A 1 0 0‏ 
0 - 1 
A [1 0‏ 0 
J= ۲‏ 
A 1‏ 


mxm 
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فان 
L2 lp 1 ,m-1‏ 
t 7 3! (m-1)! 7‏ 1 
: 132 
نج t‏ 1 .0 
t‏ 1 0 0 
=e” 0 0 0‏ الى 
de‏ :| 
t‏ 1 0 
1 0 0 0 
mxm‏ 
(e)‏ 1 کان )),4 ,45 c (A= diag(4,‏ آثبت أن 
e^!)‏ سا e^ = diag(e“ g^!‏ 


الاثبات : 


افرض أن کل مصفوفة ,4 ها ,7 بحیث یکون ,ل = :77147 أو أن 





At _ Jit m~! کے‎ 
e" 161 شرع و‎ m 


0 0 T 


وبالتالی إذا افترضنا أن 


5 1 
e^! ج‎ diagle“" ; ef^ ۰ 3 e) 
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0 T -— 01 0 e^! .. و‎ 10 71 = 0 


n! o. ole" o . o[n © ۰ 
7۵7 = 


0 0 — 7] 0 O = ۵ 0 TE Ta 
IT 0 x 0 e" Oo. 0 


0 T; 'e^'T, 7 0 - 9 eh. 0 


0 O e DeM] ] 0 0 © e 
=e" 
. . وبالتالي فان ء يجب أن تکون على الصورة‎ 
e^ - diag(e^' e^ eet e^) 
0 1 0 0 
0 0 1 0 ا و هك‎ At 
. A= اوحد “ء للمصفرفة‎ (A 
0 0 0 1 did: d 
-27 54 -36 10 


اخل : 
القیم الذاتية : 
2720 +544 - 362 + 102 - 2۸ = |4 - 4 -(2) 
3 هة = وا - يقراء ںھ 2 0= 2-۱-3۴ > 
التجهات الذاتية : 
1 
3| !| 
و ۰ “=j‏ 
27 1 
. أي أن الصفوفة 4 غير شبه سهلة ولکنها غير منحلة (أو أحياناً یطلق علیها بسيطة الاح لال Simple‏ 
(Degeneracy‏ . ولایجاد e“‏ هناك أكثر من أسلوب : 
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الأسلوب الأول : باستعمال أشكال جوردان Jordan Forms‏ : 


حيث T‏ تحتوي على التحهات الذاتية 


1 
15 
54 
و کذلك 
0 
1 
7 
36 
duit,‏ فان 
1- 9 27- 
7 55- 133 
6- 46 106- 
4 28- 60 
وكذلك 
(CHU)‏ » ويكون 
0 
3 12 
می 
te?‏ 
e‏ 
وني النهاية یکون 


e^ 5 Te" T^ 


5 ۲ a 
: ولا متجهات معممة نكسب كالاتي‎ Ug و‎ M Uz, M3, HA 


Au,-73u,tuj > ولا‎ > 


Au, z3u, + ولا‎ > u= 


1 1 1 0 27 
1 3 4 a 1-85 
T= > T` => 
1 9 15 7 8| 66 
1 27 54 36 = 36 
1.0 0 0 
LER RAS. 
0/3 1 0 
j=| | 
0۱0 3 1 
0۱0 0 3 
eio 0 0. 
بر‎ le! 0 0 اتی إ‎ te 
Q^ -|--t4---|- l 
0۱۵] joio ام‎ 
1 
010 0 
e^! ب‎ Te" T^! 


لاحظ أن درجة ا حدودیة الصفری هي نفسها درجة ا حدودیة الذاتية ) لاذا ؟ ) . 
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الأسلوب الثاني : باستعمال نظرية كايلي ‏ هاملتون : 


دع 
e^ = aol + aA + a4 + aA?‏ 

(ذن 

e" = وب‎ + aA + وه + 2ر‎ x (D 

te“ = a + 2844 +3077 Q) 
:۸ وبالتفاضل مرو أخرى باللسبة ل‎ 

te” 22a, + 6044 3) 
: ) )1( d وعند ۸-1( بالتعویض‎ 

e = ہن‎ + Q +a +a (4) 

e" =a + 30 + 92, + 0 (5) 

te" = a + 6۵ + 21a, (6) 

te” 229, +180; (7) 


والمعاذلات )7( , (6) , )5( ,)4( یعکن وضعها على الصورة الصفوفية الآتية : 


1 ۱ ۱ Tal م‎ 

139 270 E e" 9 
0 1 6 27| | تی‎ 

0 0 2 18]o,|. pe 

ہا یش ٹا 
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وحل العادلات (8) نصل إلى : 

1 1 1 1 ۱ “م‎ 1۱ 1. ds oy 
139 27 e 0 2 8 26 | “م انم‎ 
0 1 6 27 | te” 0 1 6 27! لم‎ 
0 0 2 18 e| |0 0 2 18! gg 

1 1 1 li e 

لاس !27 6 1 0 

ne ۱ 

02 8 26 ! کی‎ -e 

0 0 2 18! pe 

1 1 1 1 i el 

01 6 27 | te? 

ne I 
0 0 -4 -28! ge _ e! _ te" 
1 

0 0 2 18! te” 

1 1 1 1! el 

016 27 te? 

0 0 1 Fi ودب‎ 41 e + اتود‎ 

ايز و لقم جم لقوق | 4 0 0 0 

وبالتالي يكون 
-le — 1e‏ اذهل + 4a; =t e"‏ 
21e MEET te”‏ يه7 + رھ 


اتمم = و270 + Qi + 6a,‏ 
xe‏ ہیں + رنه + ره + Qo‏ 
وبحل هذا النظام بطريقة s> J!‏ ع Backward‏ فإننا نصل إلى P (09,0,,0,05 e‏ قي العادلة 


e^! = aol t QA + a4 t aA? 


وهذا الجهد مزوك للقارئ وعلیه أن يتأكد آنها نفس النتيجة السابق ا حصول علیها من الأسلوب 
الأول للحل . 
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3 1 1 
(V)‏ أوحد ef‏ للمصفوفة |2 2 Az|0‏ 
002 
اخل : 
القيم الذاتية : 2= 4= A-1,‏ 
التجهات الذاتية : 
1 
u = 0‏ 
0 
3[A] [o -h + 2, =0 [b -2b,-2a‏ 2 1- 
E»‏ د 0۱ع| 2 0 0| = 20 4-2( 
b 0 2b, =0 b, -0‏ 0 0 0 


أي أننا هکن أن نأخذ ) باختیار 1= »= u, (b‏ كالآتي : 
2 
ua =‏ 
0 
أي أن الصفوفة ۸4 غير شبه سهلة Wd‏ غير منحلة Non-Derogatory‏ أو بسيطة الانحسلال Simple‏ 
Degenerate‏ . وبالتا ی بمکن حساب التجه اخ vF) us‏ و ] < (u,‏ كالآتي : 


1 


-12 1 2 =y + و2‎ +30 22 |y جح 20ے‎ 
Au, =2u +u, > | 0 0 و2‎ |=|] > => 
0 0 0 V3 0 294 zl ۷ کس‎ 


أي أننا يمكن أن نأخذ ( باختیار 2-0 u (v‏ كالآتي : 


و ناحذ 


الصفوفات 


ولایجاد e“‏ هناك أكثر من أسلوب : 
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: الأسلوب الأول‎ 
] لات رو‎ 1 -2 I e! 0 
T=0 1 0 7۱-۱0 1 0۱ , 0اع م‎ e te” 
0 0 1! 0 0 1 0 0 e" 
وبالتالي یکون‎ 
12 -ilé 0 ofi -2 1 
e" 2Te"T 210 1 0|0 e" cw" [0 1 0 
00 مار‎ 0 ۵۶ 0 o 1 
e مار‎ ug) (ue? -e+e 
=| 0 e” 2te^ 
0 0 e” 
: الأسلوب الثاني‎ 
دع‎ 
e" = aol + “ريه + 4 به‎ 
إذن‎ 


)1( 
وبالتفاضل بالسبة ل ۸: 
)2( 
وعند 2-1 ( بالتعريض في (1) ) : 
G)‏ 
وعند 2 =4( بالتعویض Q) d‏ ,)0( ) : 


(4) 


(5) 


e 1 = 49 + aA + a2 


€ =Q + 20 + 4a; 


۸ 


At 


te^ =a + 4 


e = Qg +A +a 


2t 


a 
te" ع‎ a, + 46 


والعادلات )5( , )4( , (3) يمكن وضعها على الصورة الصفوفية الآنية : 
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1 1 1 و۵‎ e 
1 2 4] به‎ l=] e" (6) 
0 1 و4‎ | | 
اد‎ 
=H 
: وبحل المعادلات (6) نصل إلى‎ 
ay] | 262 - 3e" + 4e 
a, | د‎ | - 3te” + 4e?" -4e 
ا‎ te? -e+e 
المادلة‎ t وبالتعویض‎ 
e^ = aol + a4 + ره‎ 
100 12 3 
e^ = (ue? تد‎ +4۵4 [0 1 0| «Cs? + مه‎ -4e]o 2 2 
0 0 1 002 
1 6 13 
+ (e? - 2 + 10و‎ 4 8 
0 0 4 
of أي‎ 
el xg" - 9 (ue? -e? + e 
e“ =l 0 e? 2te 
0 0 e” 
: الأسلوب الغالث‎ 
والآن دعنا نتبع الأسلوب العام الذي يستخدم نظرية كايلي  هاملتون مع المتجهات المعممة . دع‎ 
وبالتالي‎ 
e = 4 + aA t a 
: 4=1 وبالتعريض عن‎ 


)1( رھ + ره + وو = e‏ 
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وعند 2-2( وبتکرارية جبرية ۰-2« ) Gp‏ نصل إلى العادلات التالية : 


* اولاً : بالضرب في ولا ( حيث 210 = Au,‏ ) فان 


e” =a 42a, 4a; Q) 


) Au = Qfu, + QQyu, وكذلك‎ Au = و2‎ +u, &-) ب في وت‎ p : انیا‎ * 
فان‎ 
هاگن‎ = dou; + ay Aus + aj ولا‎ 
= do + dj Qu, t وه‎ (+ a (oy uz + (220) 
- (as + 2a, + 4a; 7 + (a t4a, 7 
ولکن‎ 
fG)us = fn + fO) 
o3 c ) ؟‎ 80) 
efu, =e”u + teu, 
: وبالقارنة‎ 
2 


e” = ay + 2a + 4a; 


a, * Aa; - te" 6)‏ 
ومن العادلات (3) , (2) )1( فاننا نصل إلى العادلات ال خطیة التالية : 


t 


1 1 1 0 ec 
1 2 4[a || © 
0 1 4| إيه‎ te” 


وهي نفس العادلات السابق حلها في الأسلوب الثاني .. وبالتالي سوف تعطي نفس النتائج . 
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a 


ا حدودیة الصغری 


وذلك إذا كانت الصفوفة A‏ تعطى DAYS‏ 





: إحسب‎ )١( 


(b 


۷-٤‏ مسائل على الباب الرابع 
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دوال الصفوفات 


الصفوفات 231 


: حتی تتحقق العلاقة التالية‎ ۸, B أوجد الشرط على‎ (Y) 


A+B) _ „A B 


e =e 6 


: إثبت صحة العلاقات التالية ذاکرا شرط الصحة إذا وجد‎ (Y) 
(i) ^ sin24-2sin Acos A (ii) cos24 = cos? A — sin? A 
(iii) cos? 4= )لل‎ + cos24) (iv sin? A= x - cos2A) 
) إبداليتان . ( ما هو الشرط ؟‎ sin 4,605 4 إثبت أن‎ (f) 
. ؟‎ sin Asin B = sin B.sin 4 متی یکون‎ (9) 


(v‏ إثبت أن 


t 
(i) ف‎ Ae“ (ii) [z^ dt = A'e" - احم‎ 
dt x 
. 4" بشرط وحود‎ 


TEN 1 1 ,‏ 
(Ny‏ آوجد VA‏ إذا كان l‏ م - ۸ وائت أنها غير فريدة . 


(۸) إثبت أنه إذا كانت القیم الذاتية ل 4 ها أجزاء حقيقية سالبة » فان 


lime? = O 


[—00 





Juh 


APPLICATIONS 
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الصفوفات - د. جدي الطویل 


eui‏ ا خامس 





۱-۵ التطبيق الأول : حل معادلة التحكم التي على الصورة Ax + Bu‏ = ند 
۱-۱-۵ مقدمة 

تعتبر معادلة التحکم من أشهر المعادلات في علم التحکم افندسي Engineering Control‏ 
وذلك gs cox Glo y‏ كل سوا بهذه العادلة وخاصة إذا تم اتباع طريقة فراغ الحالة ۱ 
State Space‏ . وهذه العادلة ما هي إلا وضع معادلات خطية آنية تفاضلية من الرتبسة الأولى 


First Order Simultaneous linear Differential Equations‏ في صورة مصفوفية . فإذا کان 


n m 
i, - رت( ره(‎ + 2, box, , رشان‎ 
j= j= 


( حيث ES‏ ) فان هذه العادلات الخطية يمكن وضعها في الصورة الصفوفية 


x(t) m ھ4‎ (Xma + B Hüma 


حيث تسمی (عادة) : 


: 4 


8 


State Matrix W مصفو فة ا‎ 

Control Matrix مصفوفة التحکم‎ 

State Space Vector حالة‎ ٢ متجه فراغ‎ 

Control Vector متجه التحکم‎ 

رعا بمثل الزمن أو أي متغير آخر . وسوف نعتبر ۲ ممثلاً للزمن إلا إذا نص على 
حلاف ذلك . 


235 


الصفوفات 


فاذا كانت 4 دالة قي الزمن £ ۰ فان النظم بشید ب النظم التغیر هع الزمن Time Variant System‏ 
وإذا كانت 4 مصفوفة لا تعتمد على t‏ فیکون النظم نظماً غير متغیر هع الزمسن Time Invariant‏ 


. System 





في هذه الحالة تکون الصفوفة A‏ غير معتمدة على ۶ . فإذا OU‏ ۸<0 وکان x(0)‏ هو متجه' 
القیم الابتدائية Initial Values‏ ۰ فان حل النظام یکون كالآتي : 


t 


x(t) - e“x(0)+ e“ [e *y(r)ac 


0 


5 





الاثبات : 





: Semi-Simple شبه سهلة‎ A إذا كانت‎ sti 
في هذه الحالة تکون‎ 

AzTDQT! , e"-TD,T^ 
: دعنا نقوم بالتحويلة الخطية الاتية‎ 


۲ 2۶7۷ , y(t)-Tu 


x-Ax*y > Tò=ATv+Tu > v=(TATb+u 


=D; 


وبالتالي + ۷ر0 نا 
والعادلة الأخيرة معادلة بسيطة يمكن حلها لكل عناصر « .. أي أن 


إذن 


AV; + ug‏ = رل 
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وهي معادلة حطية ها الحل الآني ) حاول إثباته ) : 


0 
۷ - e^'v (0) + e^ [e^ (rar 
0 


وبالتالي يكون JH‏ في الصورة الصفوفية الآتية : 


Li 
v= Dav) + Dyu یط‎ 
0 


برا ےپ , uzT!y‏ 


t 
Tx 3 DT") D,, [D,a T^ Y(r)ar 
0 


وبالضرب ( من الیسار ) في 7: 


t 
x=TD, aT x(0) + TD, TZT D.7" ) (۴ 


اس 


= e" x(0) + 72 ار‎ [ro.... T^ y(r)dr 
TEA سے مس‎ 


0 x 
=e“ zg 47 


1 1 
= e^! x(0) + e“ [e^o 
0 


وهو ا حل الطلوب . 

ب إذا كانت A‏ غير شبه سهلة Non-Semi-Simple‏ : 

في هذه ا حالة يمكن حساب التجهات المعممة بحيث يكون 
TET‏ د , A=TIJT'‏ 


TL‏ تحتوي على التجهات المعممة والمتجهات الذاتية للمصفوفة 4 و ل هي شكل جوردان . وعند 
عمل نفس التحويلة الخطية 


237 


الصفوفات 


۷ ()ز , x-2Tv,‏ 
فإننا نصل إلى العادلة التفاضلية 
بو + بل j=‏ 
وعند JH‏ لکل عنصر على حدہ مع انباع أسلوب الرجوع Backward‏ ( إذا اضطررنا إلى ذلك .. 
أنظر Up ) Deif AS., 1982 , p.190‏ نصل إلى ا حل نفسه وهو أن 


t 
x = e^! x(0) +e“ j y(r)dr 
0 


ملحوظة هامة : 


یمکن تعميم النظرية السابقة إذا ما كانت م٥‏ < ۶ كالآتي : 


Ax + yD‏ 0ا2 
) حيث A‏ مصفوفة ذات معاملات ثابتة ) يكون كالآتي : 


t 
x(t)= eA 7۸ +e“ [e^ y(s)ds 


to 





ولاثبات ذلك: دع 
Ax(t) = y(t)‏ - بر 
وبالضرب في © (وهي موحودة دائما) : 


e^ (x - Ax(r)) = e ^" y(0) 
ولکن‎ 


اور ^ =e“ (x m e‏ ب( ^ e ^ x4 C Ae‏ يات 


حيث 4,60 إبداليتان ( اثبت ذلك ) . وبتكامل العلاقة الأخيرة من t=‏ ال ۶ : 


t t 
t - - " 
e“ = [e^ y(sds د‎ e x- e x)= fe 4 y(s)ds 
7 ت‎ 
fo 7X9 to 


of el 
t 
e Ax = My, [e^ y(s)ds 
to 
: نصل إلى‎ ) e.“ ze 7) واستعمال أن ,4۸-۸41 ابدالیتان ( أي‎ ett وبالضرب في‎ 


t 
x(t) = et m + e fe^ y(s)ds 





!1 0 
å‏ 1 ; |^ متمانلة بالسالب Skew-Symmetric‏ › وبالتالی D‏ حساب “ع سسیکون 


o^ cost sint 
- 510 cost 


وبالتالی 


js 0 fe cosr — sin r)dr 
_ SAL ھ‎ f -Ar P uuo ۹۱ھ‎ At 
x(t) =e“ x(0) + e ۳ ۳ =e E + e^!| 0 


t 
2 fe sin r + cosr)dr 
i 


وعکن للقاری) إكمال الحل . 


مثال : حل العادلات : 


y=2x+y+sin2t , 2-22+[1‏ , 609 + 2 + 2 ع ير 


x(0) = (0) = 2)0( 2 0 
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الصفوفات 


ال : 
العادلات السابقة يمكن وضعها قي الصورة 





x 12 ۶ cost x(0) 0 
y*|2 1 Ojy|-*sin2t| , 0۰۵ 
2 0 0 2 1 z(0) 0 


وعکن حساب e^‏ كالاتي : 


1)7 s) lC, 
z€ + ze +e 0 


ef= zE e + e) e+e“) 0 
0 0 e? 
JH وبالتالي یکون‎ 
x(t) t COST 
(| yt) |= e^ [e^ sin2r 7 
z(t) 0 1 


وعلی القاری أن یکمل H‏ . 









مثال : 


إذا كانت 4 مصفوفة شبه سهلة وکل قیمها الذاتية ها جزء حقيقي سالب ؛ و E OUS‏ متجه 
ثابت c‏ آثبت of‏ القيمة النهائية Steady State‏ للمتجه x‏ الذي يحقق العادلة 8 +۸۵ - ۶[ 
هي -A'E‏ . 

ملحوظة : يقال على النظم الموصوف بالعادلة 8 +(0)×ار = + في هسذه الحالة أنه مسستقر 


. Asymptotically Stable 






الإثبات : قبل الإثبات الطلوب دعنا نثبت الثلاث نقاط الفرعية. التالية رال ستفید الإثبسات 
الطلوب x‏ 

النقطة الفرعية الأولى : الصفوفتان 4۱,۵ إبدالیتان Commute‏ : 

الإثبات : نعلم أن 


e^ = TD -u T 
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ol, 
4A =TDyT 
وبالتالي‎ 
e^ 4! «TD 7۱۲,۲۱ ۲ 
e PA e^t 7 
كذلك‎ 


=e “A‏ 1 می 70ے | =TDyT TD -uT -TD,D T‏ و و 


۶ 


أي أن ,41 إبداليتان . 


النقطة الفرعية الثانية : 0 = lime“‏ 





t>o 
: الإثبات‎ 
At _ -1 o4 LT 1۔‎ _ -1 
e -TDAT > lime =T lim DaT -TOT =0 
مجر مجم‎ 
وذلك لأن‎ 
lime^ =0 , Vi 
[o0 
. lime“ = 0 ؟ ) وبالتالي فانه ( حتی یکون النظم مستقرا ) يحب أن یکون‎ 130 ) 


1-00 


النقطة الفرعية الثالثة : )1 - fena sA (e^t‏ ; 
میس ہے ۲ 


الإثبات : 





0 


t t 
fetar E fro... T^ldr =T [o... dt = TD, T اس‎ TD ifu zn 
0 0 0 نت‎ j 


0 


y STD T? - TD, T = 4 Lane ene - 1)‏ مر[ 
i 2 n‏ را 


وبعد الثلاث [ثباتات الفرعية فاننا عکننا [ثبات هذه القاعدة الهامة في استقرار النظم . نبداً من حل 
النظام 


X= Ax+E 
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M 
t 1 
x(t) = e^ x(0) +e“ |e “Ear = e^ x(0) + 2 [e 2 
0 0 
(لماذا ؟ ) ء إذن‎ 
5 ۳۳ li At 0 li At A A -At 5 I 
im x lime x(0) + lime ( le E 
- O - lim پر‎ (g4 - 25 
مہ ج۲‎ 
-pE -ify _ ا4س‎ 
=0 lim 4 5 6 JE 
= 0- 4(1 -OJE 
سے‎ 4 
5 المطلوب‎ c وبذلك‎ 
: ملاحظات‎ 
هذه القاعدة اشامة في استقرار النظم بحعلنا نحل النظام في حالته الستقرة النهائية بدون متساعب‎ (V) 
1 -3 0 0 8 
: op E=|3] كبيرة في الحسابات .. فمثلا لو كانت | 0 4- 0 |=4 وكان‎ 
7 0 0 -5 
Á 
limx =x, 2-4 E-|X 
مہ ج۲‎ 
1 


ولا يتطلب هذا ا حل جهدا الا حساب ۸0۱ . ویجب ملاحظة أنه كان يمكننا الحل من العادلة 
الأصلية كالآتي : 
X= Ax+E‏ 
وعندما مه ج ۸ فان x‏ يكون cU‏ وبالتالي فإن 0= + .. أي أن 0= £ caxe‏ وبالتال 
x ed E‏ وهذا يعتبر إثبات للمسألة . ولكن لا يوضح ناذا يجب أن تکون القيم الذاتية ل 


4 ذات جزء حقيقي سالب . 


(Y)‏ تعتبر النتيجة الى یعرضها هذا المثال سليمة دائماً سواء كانت 4 شبه سهلة أو غير شبه 
سهلة . وفي الحالة الأخيرة ستكون A- TIT!‏ ويكون e - Te" T^‏ ولكن المصفورفة 
e"‏ تحتوي على دوال مثل "ع أو */ وكلها تتقارب للصفر عندما مه ج ۸ وبالتالي 
نصل إلى نفس النتيجة ؛ أن النظم ا خطي يكون مستقراً إذا ما كان الحزء الحقيقي لكل القیم 
الذاتية سالباً . 

. وذلك عندما ص جإ)‎ f] فإن مہ ج‎ e إذا كانت ۸موجبة أو ما جزء حقيقي موجب‎ (T) 
فان‎ Pure Imajinary تخيلية بحتة‎ A أما إذا كانت‎ . Unstable فهي حالة عدم إستقرار‎ QUU, 

النظم يتردد حول نقطة إتزانه . 


مثال : التجه $ یسمی بنقطة الإتزان Equilibrium Point‏ ( في فضاء المتجهات ) للنظم 
f(x)‏ =+ إذا كان 0 = (#)۶ ( أي أن ثابت =# =× هو حل للنظام ) . برهن أن النظام 


f(x)‏ =+ عند xo‏ إذا ما كانت كل القيم الذاتية للجاکوبیان Jacobian‏ ف2 لما 
2X 5‏ 


N= 





الإثبات : 
النظم x= f(x)‏ ( خطي أو غير خطي ) يكون له نقطة إتزان عند ۶-۶ ذا كان 0=(#)/ . 
دعنا نفك الدالة f(x)‏ حول النقطة ۶-۶ ( في فضاء المتجهات ) مستعملين مفكوك تيلور Taylor‏ 


Expansion‏ . آي آن 








95 E (+ 


x= ادم‎ j=l J 





n à f, 
fi) - fi(X) + 2 تب‎ 
2 Su xex 


وبكتابة هذا الفکوك في صورة متجهة : 


حدود غير حطية +(۶-) 


x= 


fo) = +(غ)ر‎ ۳ 





وإذا افترضنا Ul‏ بقرب نقطة الاتزان ( نقطة x‏ قريبة من (X‏ فان الحدود غير الخطية عکن اهماا . 
كذلك 0 - (#)۶ .. وبالتالي 
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soi e-9 
: وبالتالي تصبح معادلة النظام کالاتي‎ 
ہو‎ 7 s). 
dı 27 @x اك‎ 3) 
أو في صورة آحری‎ 
a-d- ذا ؟ وب‎ 
20 rT e. 4) — (t9) 





والصورة الأخيرة هي معادلة النظم بعد جعلها حطية Linearized Form‏ . أي أن ys Ay‏ حيث 


0 
ôx 





دعر 
وتسمى بس مصفوفة جاكوبيان Jacobian Matrix‏ أو OU S Ve‏ 3 و کذلك : 


^ 


کر ۔۔ پر بر 

ويكون هذا النظام الخطي مستقراً ر كما في الثال السابق ) عندما تكون كل القيم الذاتية ل 4 ها 
حزء حقيقي سالب .. وبالتالي نصل إلى النتجة ا امة ( وال تطبق على fia)‏ خخطية أم لا ) أن 
إستقرار النظام fa)‏ = ند المتوازن عند 2 ( 0 - (2)/ ) في النهاية بعد إضطرابه يكون مشضسروطا 
بكون كل القيم الذاتية للحاکوبیان 07 يكون ها جزء حقيقي سالب . 

كمثال ترضيحي للمثال السابق c‏ إعتبر معادلة البندول الخمد (ذي الإعاقسة) Damped Pendulum‏ 
والذي يصنع مع الإتحاه الرأسي زاوية قدرها 6 : 

6 + kô +k sind - 0 


حيث kka‏ هي وابت موجبة » و 0هي الزاوية الي يصنعها البندول عند تأرححه حول نقطة إتزانه 
الأولى (6-0) . 

دع ; 9 ود , x20‏ 

QUU,‏ فان 


x; 6ےھ‎ 
X, = Û = -kô - يغ‎ sin 0 = kı x» - k sin x, 
of أي‎ 
و‎ 
g1 2 
2. = kx, — k, sin x 
a? 172 ¬ R2 1 
AT أو بتعبیر‎ 


djaj | 0 1 jsinx| _ 2 - ۸۱- ؛ر‎ ) 
dix, |-k -kl x | |-Ax;-hsinxs| [5] ۹۰ 


* والآن نحسب نقط الاتزان f(x)2O‏ : 











fœ@=0 > سو دہ سس و تو‎ is boues 097 77 
Xx) < 0 0ے‎ 0 
of à A 0. X 
: نحسب ابا کوبیان لت‎ 
ex|... AU وس‎ 
9 
27 z 2 2۶×, = 0 1 = 0 1 
x| |2f 25 -k cos -k| | - و8‎ 6099۶ -k 
2 Ox, k= 
0 1 
n even 
-k -k ۱ 
0 1 
۱ n odd 
kb -h 
: T ولحساب القیم الذاتية للجاكوبيان‎ 38 
0x x-X 
À -1 
ا‎ =0 > 22 + kA + ky cosnr -0 
xj | |kacosnr ۸+ ۱ 














وبالتالی فان 
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-k [1 


۸ لب‎ + yk - 4k; cos nz 
- kı +k? - 4k, cosnz کھ‎ 8 : 
capud crc ہپ‎ k 1l 
ل م2‎ — 4k; cos nz 
: فاذا كان‎ 
à 
أو صفر‎ Even یکون التظام مستقرا وهذا يحدث عندما تکون  عدد زوجي‎ 
. )-0( وني کل الأحوال فهو وضع الإتزان الأول‎ .. 
5 
يكون التظام مستقرا وذلك عندما يكون‎ 


Re(4,) « 0 > ۸ < k? — 4k, 7 


= k? »KQ-Ak,cosnz—cosnz > 0 


وهذا بدوره يحدث عندما تکون ‏ عدد زوجي أو صفر .. وهو نفس الشرط 
السابق في )1( ولکن مع اشتراط أن : 


e 
oS یکون النظام مستقرا‎ 
Re(4) - كت‎ <0 
2 
. وبالتالی يحدث إستقرار عندما تکون  عدد زوجي أو صفر أيضاً‎ 


إذن الشرط العام للاستقرار هو عندما تکون n‏ عدد زوجم Even‏ أو صفر » وبالتبالي فعندما 
تكون n‏ عدد فردي Odd‏ فان )1( Y‏ عکن تحققها وكذلك رب ) لاعکن تحققها ) oS‏ 
0< ۲ ( وأيضاً ر ج ) لاعکن تحققها .. وبالتالي فانه عندما تکون n‏ فردية فإن bJ‏ : 
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يكون غير مستقر وهذا ظاهر من وضع البندول عندما تكون ج ع 6.. في هذه الحالة فان الببدول 
يصبح رأسیاً لأعلى ولا عکن له أن يستقر على هذا ا حال . 


Time Variant Systems المتغيرة مع الزمن‎ 





' في هذه الحالة تكون الصفوفة A‏ معتمدة على / ؛ أي أن ()4 = 4 وبالتالي فان المسألة تصاغ 
de‏ ره 


xo‏ <-(0)« , بر + ()«4)0 دير 


tà]‏ گان ()×())4 = + فإنه توجد مصفوفة Dhit)‏ فا الخسواص 
Lol, to)  A(o(rts) UM‏ 
$(t.1)- 1 0 «e‏ 
e‏ المصفوفة Olet)‏ ب الصفوفة الأساسسية Fundamental‏ 
ghas T latri‏ 4ة Transition Matrix. Jail!‏ . 





ولاثبات أن هذه الصفوفة موجودة وفريدة نستعیر ذلك من )94 Bronson R., 1970 , p.‏ ) . دع 


Vjz12,-,n (1)‏ , ره ع(مبارد , )رك درغ 
حيث 
0 0 1 1 
0 0 0 
e=]: = , ej=|1] «j^compoent , e,-|:‏ :أده 
nxl 0 nxi 0 1‏ 0 


nxi nxl 


أي أن احموعة ejl‏ هي التجهات الاو Elementary Vectors *À‏ . 


والنظم (1) من العادلات له حل فرید دع هذا الحل » xy(t)‏ . كذلك دع 
x - x]‏ =)0.(% 
du,‏ 
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bC) xaf) ۰ xa (to)]= la e c7 e]-1‏ -(وا,وات 
كذلك 


65). zo ila 4m o An]jedm د‎ e (۸8)(۸علد‎ 


. ها الخواص السابق ذکرها في التعریف‎ eri) uiu, 
مصفوفة آحری تحقق نفس الخواص السابق‎ P(E to) دع‎ « Uniqueness ولاثبات الانفراد‎ 
يحب أن يحقق‎ Pito) فی الصفوفة‎ j إذن العمود رقم‎ . (r5) ذکرها وال ققها الصفوفة‎ 
المعادلة التفاضلية ذات الشروط الابتدائية ره =(م))ر× . ولکن الحل هذا النظم فرید كما سبق وذکرنا‎ 
.. Qt) ؛ أي هو العمود رقم رفي الصفوفة‎ x, (0) ذلك » ومن ثم فان العمود زجب أن یکون‎ 
. مصفوفة فريدة‎ Deto) أي أن‎ .. (6) = Dlt) وبالتالي فان‎ 
: ملحوظات هامة‎ 
وذلك إذا كانت 4 ذات معاملات ثابتسة ( أي إذا‎ e 0779 تعود لتصبح‎ (rg) لاحظ أن‎ )۱( 
: لأن‎ ) Time Invariant System ja jll كان النظام غير متغیر مع‎ 


2 gt ے‎ d (e4 g4) Ag A ^o 4e4) 
dt dt i 


إذن 7 Dlt, to)= e^‏ 
ولا عکن أن تكون أي شی آخر ( لافا ؟). 
(Y)‏ من المفيد أن نقول أن حدودنا في حل هذا النظم ( أي عندما تكون ()4 = 4) تقف عند 


إثبات وجود الحل وإنفراده . ولكن هل الحل هو 79 ef‏ >(۸,)ھ في هذه الحالة ؟ . لا .. 
ولا يمكننا إيجاده كصيغة مغلقة Closed Form‏ .. إننا lax‏ بهذه النظرية نقف على أرض ثابتة 


لنقول أن الحل موجود وفريد . 


TU 
: هو‎ (x 4)09 , x(.)- c) ال الفرید للمعادلة‎ 


x(t) = (t,1, 
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الاثبات : 





أولاً : في حالة ما إذا كانت A‏ مصفوفة ذات معاملات ثابتة : 


or, (= ef جه‎ x(t) = g40) 


: مصفوفة دالة في ع‎ A في حالة ما ذا كانت‎ : GU 


"uU - ot (6 = ھ0‎ )e = A(0x(t) 


xlt) = Plote = 1.0 = c : ) كذلك ( من التعریف‎ 


خواص المصفوفة الأساسية : 


(i)‏ خاصية الانتقال j= ot.) : Transposition Property‏ هاو۲ r}‏ نا 
وللاثبات أنظر ) 167 Bronson R. , 1970, p.‏ ( 


هنك |):(0- Fols]‏ وهذه عکن إثباتها بشکل مباشر من (1) حیث : 
1 = (۵)/0,/0 = (وا,)2(۵ ,ماه 


lekol = فإن : .كات‎ dy 


هروما" | ۱ ۲ ; 
e? iii‏ =[ )0| وللاثبات أنظر الرجع المشار إليه في (1) . 


: فان الحل الفرید هو‎ (x = AOE) + yA), xlt) =c) كان‎ 13) 
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الاثبات : 





أولاً : في حالة ما إذا كانت 4 مصفوفة ذات معاملات ثابتة : 


0(,5)-e* 9 دج‎ (to + fol عازه‎ 


كما سبق وبینا . 


انیا : في حالة ما ذا كانت 4 مصفوفة دالة في ؛ : 


باستخدام الخاصية (i)‏ من خواص الصفوفة الأساسية ء فان 


O(t tln, s)‏ - ( ,پا“ 


وبالتالي فانه عکن كتابة ا حل كالآتي : 


x(t) = (t,1, ع(‎ + er, to) en. sas 


fo 


وعند ما > ؛ فان 


<[ to 
=0 
يحقق الشروط الابتدائية . والآن بتفاضل الطرفین في الحل الزعوم فان‎ JH أي أن‎ 
ا‎ j. a, tok + + اہ[‎ 1,8 ve^ 


dt 


lo 


to 


= ze (ttk + pet idi 1 t9, 5)y(s)ds + (t, to) a ia] 


= ADD, ne ھت مات (0,:1ا۸)(9‎ + (t,t) (n.r) y 
le l =P! (zt) 


و باستخدام الخاصية (ii)‏ من خواص الصفوفة الاساسية : 


dx í 8 
5 A( (tte + ۵ ) jek. و‎ + 4, nM (rq) 
.zx(t) 
= A(D)x(t) + y 
. العادلة التفاضلية‎ dies x of أي‎ 


ملحوظة هامة : 
يلاحظ القارئ أنه يمكننا عن طریق خواص الصفوفة الأساسية معرفة الكثير عن خواص ا حل ( رغم 
عدم استطاعتنا معرفة ا حل نفسه ) . وقي بعض ا حالات يمكننا تخمين الحل . كذلك لابد من ذكر أن 
كلاً من ACIE)‏ لابد أن يكونا متصلين على فنزة تحتوي على fy‏ .. في هذه الحالة نضمسن 
وحود حل متصل وفريد . 





Dli (وا‎ - 
Tus ,2+ 
cos |] sin [soa e 
o(,1,)- e : 
— sin [se cos feas 


H d ۲ 7 HH phi الأساسية‎ ua | 
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Matrizant «3 y 4! ۱-۳-۱-۵ 


. > ADX) + y) : إذا كانت‎ 


في هذه ا حالة تكون القيم الذاتية للمصفوفة 4 دوال في الزمن t‏ وتكون الصعوبة هي الميزة العامة لمثل 
هذا النوع من المسائل e‏ إلا في بعض الحالات الخاصة . ولكن كيف نستطيع تقديم حلا هذا النظم . 
دعنا عرض ما قدمه ( 1982 Deif A.S.,‏ ) في كتابه الشيق . يعتمد ا حل علسى طريقة تكرارية 


: كالآتي‎ 
[sa = fuox +y(r))dr = x(t) - x(0) = fox + y()ar 
0 0 0 


x(t) = x(0) + fas +) : وبالتالي‎ 


0 


وبالتعريض عن × من العلاقة السابقة نصل إلى تكرار آخر : 


x(t) = x(0) + [o + fux + لامر‎ + e 
0 


0 


وبالاستمرار على هذا النحو ( وهو عمل ممل مضطرین له ) نصل إلى : 





xt) = ۸۷ )0×)0( + M() [u^ coy وبالتالي نصل إلى‎ 
0 


. تطبیقات 


dx | ۱1 1 
dt|x,| |0 ۶ 





وبالتالي فان 
g He tesiei‏ © 
uos etes‏ || 6ت 27 2 M (t)x(0‏ 
(9s 0) = : 5 104 ip 0‏ 
8 
1,3 
ىف 0 1 TH‏ 
l4‏ 
3 
en] |‏ 07 
t? +H! Fess‏ +1 
LF +...‏ + 1+24 
ن x(t) = 6 : JH‏ 
ویکو Ta‏ ا پا ںا m‏ 00 


وللحصول على عدد QU‏ من حدود التسلسلة ( التقاربة ) لجميع قيم ۲ ( M ON‏ متقاربة بحمیع قيم 
(r‏ فإننا نواصل الحسابات all‏ حتی تحصل على JH‏ . 
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4-۱-۵ حل العادلة التفاضلية العادية من الرتبة م والدرجة الأولى : 


n" Order Ordinary Differential Equation :‏ 
في هذا الفصل نناقش كيفية حل المعادلة التفاضلية العادية من الرتبة n‏ واليّ تاحذ الصيغة العامة 


7 
3,2090 - Fw 
izÜ 
q^ 
jc Y TO c حيث 0 ره , وه‎ 


لحل هذا النوع من العادلات فاننا نستفید من نظرية اللصفوفات في حل هذه المشكلة بالشکل الاتي : 





دع 
ر yt XQ md,‏ نزح رد بيد 1 Xj7Xp-y‏ و بر ند 
X* = x»‏ 
ود = ول 
X4 (1)‏ = ول 
Xn‏ 7 رہ 
ومن المعادلة التفاضلية نحصل على : 
i 1‏ 
Pu 2‏ سس د sk,‏ 
I$. ۴+1 (2) ( )‏ 
والعادلات )2( ,)1( يمكن وضعها في الصورة الصفوفية : 
0 ]له ۵ 0 1 xo‏ 
۵× ا des‏ 0 0 دا 
۱۷٣‏ 97ھ ھ08“ 
t : : ; ; 1 :‏ 
Ta T0‏ .. )4- هت T4)‏ 
X X,‏ 
d,‏ ہیر a, à, ûn an‏ ۲3 
=x =y‏ 
Se =4() -u(t)‏ 


وبالتالي نعود للمشكلة u(f)‏ ×(4)0 = + ویکون الحل للمعادلة التفاضلية هو yox,‏ 
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حالة العاملات الثابتة : 
في هذه الحالة نصل إلى العادلة التفاضلية التجهة 


x = Ax + u(t) 
: للمصفوفة 4 ونعوض في العادلة الذاتية‎ AAA نوجد القيم الذاتية‎ * 
رو‎ =0 
iz0 
في العادلة التفاضلية الأصلية ( وعکن إثبات أن المعادلة‎ yO أي بالتعويض عن / بدلاً من‎ ( 
الذاتية تأحذ الشكل السابق كالآتي : من المعادلة الذاتية‎ 








[Al - 4| =0 
: وفك المحدد الناتج‎ 
A -1 0 
0 A -l 0 
0 0 A -i 0 
7 >0 
0 0 0 2 -1 
وھ‎ 4 dj 4 E NES 
a, Gd, d, d, a, 
A -1 0 0 
0 A -1 0 
0 0 A -l 0 
> | =0 
0 0 0 À -1 
ںہ‎ Qo ہے ہت‎ 0 + dy. 





وبالفك من الصف الأخير : 


l o 
8 
oo 
oo 
ارعس‎ rA 
Tog 
e 0 
oo 
[- دج‎ 
نھد‎ il 
o o 
o o 


do} : 
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A -1 0 0 A -1 0 0 

0 4 -LI- 0 0 و‎ -l 0 
90 + à, 3|: S8 i |e€(a A taa): Mon دا‎ 

0 0 2 0 0 0 A -1 

0 0 0 -1 0 0 0 4 
> aY + (-DAa C0? e (70? 176, 47D): (70771 47 (a, A + a, ,)-0 
— ay)" «Aa! € 7a, 4017 + 4" (aA a, 4 X7"! =0 
> q + Aa ta + + ل‎ apa + A7 (a A + 0ے‎ 

T‏ آن 
aA =0‏ 
0 ز 


* ثم نحسب التجه الذاتي به الصاحب للقيمة الذاتية A,‏ كالآتي : 


1 
A, 
u-| A 
gu 
وعكن بات ذلك کالاتي‎ 
Aj -1 0 0 liv 0 
0 A, -1 0 1v, 0 
(1-490 >» |: : : ہا‎ 0 
0 A -l : f 
0 0 A hv, 0 
تہ‎ 
-u, 
وبالتالي محصل على‎ 
Alv, - v4 =0 و‎ = À M 
Alv - v4 =0 ول‎ = Av) = رمث‎ 
بل‎ — v4 =0 => dv =A =A 
Alv, پر‎ 0 Vy > AiYn-1 F AD 


أى أن 
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vi 1 1 

v À; 2 

5 Em 27 val. تت‎ 2 

u, — V4 |7 VM i ——— ع2‎ i 
n-l n-l 

Vn ۸ A; 


ولکن هل تتحقق العادلة الأخيرة ؟ . دعنا نتحقق من ذلك .. 


t QV; Hoen *a Vy t (a,A, * a, a Vn -0‏ ۵۱۲ + ۷۷وا 
dissi‏ 
n-2 n=l‏ 2 
(apd, ta, M; =0‏ + یره + aA; nnn‏ + رك © + وه 
"T‏ 
m‏ 2- 3 
+a, AT «a, M ra =0‏ سس ٭ وق + ay + aA,‏ 


وهي العادلة الذاتية كما حصلنا علیها سابقا. 


(y - y - sinh t) مثال : حل العادلة‎ 





. وتکرن الصفوفة الظاهرية هي 


ge” وبحساب‎ 
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A Įcosh? sinht 
e= 
sinht çosht 


: یکون الحل‎ 
x(t) = e^ x(0) + e“ ۱ e^'u(rdr , u(t)= ۳۷ 


وفي النهاية یکون 


V) =x )( = (0)بر‎ cosh ۶ + j(0)sinh £ + cosh th- +sinh 200+ tainh ((cosh 21 -1( 


, (+ ۸۴+ Bx- qx ae R") مخال : حل العادلة‎ 





y; - By‏ ¬ 9ج ول , ولاح رز 


EAE 


سیت ا یت شتا 


z Y 5 Q 


او 


وهي صورة العادلات 0 + ۱۷2 د م حيث 


وتکون العادلة الذاتية هي 








أو (انظر مثال ME‏ ص ۰) : 0= |8 + مز + 471 
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u 0 
u 0 
Al -1 | 2 
وله جات شا “اتات‎ 0 
B ۱2۸+ AJ . 
Urn 0 
=u 
وبالتالي‎ 
An ~ n+) ک‎ 0 Un 7 Anh 
0 ~ Upa 7 0 > ua 7 ور‎ 
Aj, - uj, 0 Ws = Aj, 
ol أي‎ 
4 E Uu 
u2 Uy 
Un Un uv ) 2 
سو وو ہد سد‎ lag 
Us] Att Ayu : 
us] A; Hu, 
Un Ay, 


أو في صورة أخرى 
0= (ھ AMO =0 > (21+ AA‏ + 4,1( + بيع >= 0۵-0( + 4,1( + Bu‏ 
وهذه العادلة ما حل غير صفري إذا كان 0 = |8 +4 + 7| وهي نفس النتيجة السابقة . 
كذلك علينا تكملة تعميم هذه النتيجة كالآتي : إذا كان 
A+ Bx»+Cx=q , xqeR"‏ دنز 
( مع ملاحظة أن معامل X‏ الوحدة ) فبوضع ۱ 
اک ول ول , رنرع ویر 2۲ پر 


. حصل على‎ ٠ 


Ay - By; - Cy‏ - ۹= ول , Ya‏ ,"وب < رب 


e الصفوفات‎ 


A oil 40 b! 0‏ 
أو 0+ ور 1 i‏ ۱0 0 ادا 
T--4----p---||-- -‏ == 
وا t-Ci-Bi-Aj|»j‏ إ3 
تت 
Y 2 0‏ 
وهي صوره العادلات 0 + ۱۷2 - 2 حيث 
2 
ہرادع , zQeR"‏ 
y3‏ 


وتکون العادلة الذاتية هي 
B+ 0| - 0‏ +4 22 + 21| 


( من درحة 3 ) . وینتج التحه الذاتي u‏ الخاص ب ,4 من حل العادلات 


O u‏ ۱-1 ھ 
2ب -oiar ITT‏ 
I u = 0‏ ج ! 1ھ i‏ 0 
0 جم جح رس ہے یں 
iAI + Aj!‏ 8 ! © 
وبالتای 
Aju - 4 - 0 u? = Au‏ 
Au - 42 - (0 u® = AO z Bu”‏ 
أي of‏ 
u u‏ 
uz‏ 14 
EE‏ ان 
LITT 20 UO u‏ 
EX Au 0 5 «2‏ ولاك 5 2+ T‏ 
ai.‏ : 
top [x6‏ 
Uan Atty Us‏ 
POS" 2‏ 
Uni Ai ui‏ 
Au,‏ 2+برولا 
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أو في صورة أخرى : 


Cu + Bu? + (4, Au =0 


E 
G 


(C + AB + 24 iru =0 


وهذه للعادلة لها حل غير صفري إذا كان 0 - |0 + 48 +224 + 27| وهي نفس النتيجة السابقة . 


وهكذا يمكن تعميم نتيجة هذا المثال . 


۲-۵ التطبيق الثاني : المصفوفات العشوائية 
STOCHASTIC MATRICES‏ 
في نظرية الاحتمالات ينتقل نظم من حالة Stare‏ إلى حالة أخرى عنظومة من الاحتمالات بين 
هذه الحالات » حالة فأخرى على الترتیب . فإذا ما كان هناك إمكانية ل n‏ من الحالات فان احتمال 
الانتقال من الخالة s;‏ إلى الحالة رو تُعطى بالعنصر ره في مصفوفة الإنتقالات العشوائية 
Stochastic Transition Matrix A‏ . والاحتمالات المقترنة ب n‏ من الحالات في أي وقت يمكن 


: Probability Vector dw! وضعها ك متجه‎ 


Pn 


حيث p,‏ يعطي الاحتمال في أن يكون النظم في الحالة رد . وحيث أن paj‏ تمثل إحتمالات ؛ 


فلابد أن تسق الا : 
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وبالتالي عکن تعریف الصفوفة العشوائية على أنها مصفوفة كل قيم عناصرها واقعة بين الصفر 
والواحد وأن محموع عناصر کل عمود من آعمدتها يجب أن یکون الوحدة . 


ولتوضیح ذلك دعنا نأحذ حالة الطقس الاتية ( مأخوذ من Goult , 1978, p.159‏ ( : 
حالة رو : مشمسة Sunny‏ 
حالة s,‏ : غائمة ۷۵0۱6 
حالة وى : ممطرة rainy‏ 


وتكون کل محاولة Trial‏ أو تحربة Experiment‏ هي التحول من حالة يومية إلى ری . ولتدع 
مصفوفة الإنتقال العشوائي هي 
$5 $352 
x‏ لا ل 
s‏ ]0.3 02 05 
A-|03 04 03 s‏ 
s,‏ |04 04 02 
في هذا الثال يصف العنصر وره ( والذي يساوي هنا 02 ) احتمال الانتقال من یوم غائم )55( إلى 
يوم تال مشمس (s)‏ . وبالتالي فإذا كانت حالة الطقس في يوم ما تعطی بالتجه م » فإن حالة 
الطقس ف اليوم التالي لهذا اليوم تعطى بالتحويل الخطي Ap‏ » وبعد يومين ب Ap‏ وبعد k‏ من 
الأيام ب م“ . فمثلاً إذا كان 


p=|0 


( أي يوم مطر ) فان إحتمالات حالة الطقس اليوم التالي ستکون 7 

03 

Ap =| 0.3 

0.4 
( أي یوم مشمس بإحتمال قدره 0.3 ویوم غائم بإحتمال قدره 0.3 ویوم مطر بإحتمال قدره 0.4 
وبعد يومين فان إحتمالات حالة الطقس في اليوم JUI‏ ستكون 
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033 
3 اع م ۸42 
034 


وهکذا . لاحظ الخاصية الميزة ٰذہ الصفوفات . 





الإثبات : 


Q3] « مصفوفة عشوائية‎ A 


والآن خذ الصفوفة 


فان کل عمود g‏ يحقق 


0= رہ +1- 


إذن المصفوفة A‏ مصفوفة شاذة ( لأن هناك إعتمادية بين أعمدتها ولأن 0= |1 -4| ( وعلى القارئ 
الرجوع لخواص ا حددات لإثبات ذلك ) . وكمشكلة قيم ذاتية فان هذا معناه أن المصفوفة. )4-1( 
شا إحدى القيم الذاتية على الأقل صفر .. وبالتالي بالنسبة للمصفوفة 4 فان 2-1 . 
من المعلوم أن القيم الذاتية ل 4 هي نفسها القيم الذاتية ل AT.‏ » وبالتالي دع 
ATy = Av‏ 
وافوض أنه بوحد عنسر v iy‏ ولیگن (v,‏ بحیث أنه الاک بر في القيسة العدديسة Largest in‏ 
Magnitude‏ . أي أن 


lal . vi 
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والعادلة رقم m‏ في العادلات 2 = ATy‏ تعطینا : 
rnm + Oy Vn‏ اور + و۷ ہرر(ة + Avg = mY‏ 
وهذا يعطي 
anm Yml‏ ++ | روه + ۱۷۸ھ(“ S‏ ا۷۸اوم,“ Tex‏ ۷۰| ہرز“ + Alv] S ay |vi|‏ 
وبالتالي فان 
(لماذا ؟ ) 1= سص01+......+ S aim + aim‏ |۸( 


ومنها تكون ۸/51 . 


"e m—‏ ) فانه وبغض النظسر عن 





: uy 
إذن‎ c المصفوفة 4 شبه سهلة‎ 





T^ AT = D, = diag(A, 4s, A) 


T - [s y) ce v,] : حيث‎ 


وبالتالی فان D,T^!‏ = 771۸4 . وبأحذ المدور Transpose‏ للطرفين : 


et T», 


دع متجھات الصفوف في 2 هي 


إذن هذا معناه أن 


أي أن رس متجه ذاتي ل "4 مناظر للقيمة الذاتية ,4 . وبالتالي فان رس هو متجه ذاتي ل AT‏ 
مناظر ل 1= eA‏ یکون س = a^‏ . دع [رفا = 8 = 47 « o‏ 


n 
Yoon, =w, , Vi 
=- 


of أي‎ 
6 = Iw, + bawi, سم کے‎ 4 bw, =0 
AW, + (b, - lw, مم لہ‎ T by. =0 


bam, + bw, Henes + (ban - 1, =0 


وللمحافظة على کون الصفوفة 4 ( أو 47 ) عشوائية وأنه يجب أن یکون 


7 


Vi‏ , 1-رار 


ادر 
وللحفاظ على ذلك فانه يحب أن يكون wy‏ حيث ي كمية مقياسية ثابتة . أي إن حل هذا 
1 1 


۱ 1 1 
النظم من المعادلات يجب أن يكون متناسبا مع التجه 1 | ولذلك يمكننا أن نأحذ |1|- س کمتجه 


1 1 
ل 4T‏ عند 1= A‏ « وبالتالي » إذا كان 7= 7717 0p‏ 1= ررس › إذن : 


]] 1 1 e fw |1 


+7 


أي أن ]= 2۷ . آي آن 7 ( وهو التجه الذاتي الناظر ل 1= ۸) متجه Stochastic VE‏ 


i=l 


Vector‏ .. وهذا يفيد في النظرية أن = وم هو متجه عشوائي فعلا . ولإثبات أن الانتقالات 


الإحتمالية ستسقر على cv‏ فإنه من المعلوم أن A -TD,T^‏ وان : 
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1 0 0 
4 k : zl 0 0 -1 ١ 
lim ۸ =7( lim p, [7 =T. . T ( $ 150) 
مج | مہ وب‎ : 
0 0 0 
1 0 ... Ofw 
0 0 ... 0|wl 
=] و۷‎ ct Va Doc : : 
00-0 wi 
0 0 ۰... 0 
3 ۳ ۷2 Ur Yn 5 E : ( H lu ) 
0 0 ۰... 0 
= Mp v] 


دع و هو متحه عشوائي CAE‏ 
5-1 » 
i=}‏ 
فان : Jim 4 p =v, = po‏ 
وبالتالی فإنه بغض النظر عن المتجه العشوائي الإبتدائي p‏ فإنه بعد عدد من تكرار التجربة العشوائية 
Op‏ النظم الإنتقالي يستقر على v‏ ( التجه الذاتي ل 4 الخاص ب 1= (À‏ . 


لتوضيح ذلك : حذ الصفوفة 4 في المثال السابق c‏ فان : 


03-. 02- 4-0.5 
l|u-4-|-03 4-04 -03|-0‏ 
4-4 04- 0.2- 
آي آن 
0 104+2- 100-2 3- 2- 104-5 
0=| 3- 104-4 دہ > 0=| 3- 104-4 3- 
104-4 4- 2- 104-4 4- 2- 








100-4 -3 وه وت‎ 
= (04-2 «(104 -2 =0 
-4 104-4 -2 102-4 
= (14 -2ho -47 -12[+ (104 -2-304 +12 - 6(0 
= ' (104 تم زد-‎ - 804 + 4)+ (104 - 2(- 302 + 6(-0 
= (104 -21004 -1104 +10)=0 
=  (04-2Yy4-1Y1004 -10)=0 
> 4=l, 4=02 , 4-01 
۸51 , vi of أي‎ 
وعند 21 بك‎ 
5 -2 -3[w] fo 
-3 6 -3]|u|-|0 
-2 -4 6 |w| |0 
5 -2 -310] [5 -2 -310] [4 0 0 
! 1 1 
> -3 6 -3!0-| لاس۱۵ 1 دہ‎ -2 1 0 
کہ‎ 2 310| |0 o ۵ ۱0۱ [0 0 00 
1 0 -10] fi 0 -110] [1 0 -1!0 
t ۱ I 
دہ راہ‎ 11!0|-|2 -2 0 !0|-1 -1 9 
0 o 0۱۵ 0 0 ۵ !۵[ ۵ 0 0/0 
وهذا يؤدي إلى‎ 
0 u 1 
U — U, = U, = 
uj - 10 ولا < 1۷ 0ے‎ 
DA 1 
«pelo o IF بد ( حتی یکون متجها عشوائيا ) » وبالتالي إذا أعذنا‎ =] KA KT حذ‎ 
فان‎ 
03 033 JA 
Ap-|03| , A4 pz|033| , ==» , lim آے م۸۳‎ A 
04 0.34 1 إلا‎ 


أي أن هذا النظم سوف يستقر ( كإحتمال ) إلى إحتمالات متساوية للحالات الثلائة : مشمس » 


غائم » وممطر . 
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02 03 05 
لاحظ أن |04 04 2102 47 ol,‏ التحه ,س الخاص ب 1= ,2 يتحدد كالآتي : 


03 03 04 
(1-4 bı =0 


0.5 -0.3 -02 | 0 -3 -2|[w] 0 


إذن. 


-0.2 06 -04|w|-|0| => |-2 6 -4 |0 
-03 -03 06 |u| lo -3 دہ‎ 6 || 0 


وهذا بدوره یژدي إلى 
0 1- 1[ ]010 6- 6[ ]210- 3- 5[ [210- 3- 5 
i ۱‏ ۱ 
0 3- 1|-|2!0 3- 20-1 3- 4!0-1- 6 2-| >= 
|o o 0'0| |o o o'o! jo o ojo‏ وا 2 3 5- 

أي أن 

u = 1 


ui 1 
۱ 5> w= ui = 1 


1 1 





"u-u,-0 
> 
1 - 3u, + 20 =0 21 = وب‎ + 3u, = 2u u; uj 


(TT 8I gÍ) wv =1 حتی یکون‎ w-[ 1 1۳ خذ‎ 


۳-۵ التطبیق الثالث : النظم ذات الحساسية : 

SENSITIVE SYSTEMS or ILL-CONDITIONED SYSTEMS : 
: مقدمة‎ ۱-۳-۵ 

نعود بهذا التطبیق إلى العادلات الخطية ط = ×4 . هذه العادلات ال أطنبنا في إحكام حلها 


في الفصل الخاص بها .. ولكن هل هذا هو كل شئ ؟ . في الواقع لا .. هل لو حدث تغير ( ولو 
طفيف ) في حد مُدخلات هذا النظم .. فهل يتأثر الحل بنفس القدر ؟ .. مثلاً دعنا نعتبر النظم 


0 2511 28 
0ا بدا 17 19 
تسم تتس ت 


A * b 


حل هذا النظم یعطی كالآني : 


17 -25 
fuc ع‎ So con LIS ی‎ 
وھ 10-| |20 |)25)(19( - )28)17( | ود‎ 


والآن لنفرض أن العنصر (20) في التحه ط تغير ليصبح (19) .. أي حدث تغیر فی قيمته قدره 596 
فاننا سنجد أن JH‏ أصبح 

2-8 ود , 235 ند 
أي حدث تغير في الحل قدره تقرییا 35096 ۱ . أي أن مثل هذا النظم له حساسية حلصة لأي تفر 
يحدث . 

وهناك حساسية أخرى هذا النظم عندما نلجأ إلى طريقة جاوس Se‏ ونحل هذا النظم لمنزلتين 

عشريتين فقط . فإننا نصل إلى ١ JH‏ 

x,--19‏ , 218 رد 
وهو حل بعيد جداً عن الواقع . معنى هذا أن هذا النظم وأمتاله هم حساسية عالية نحو الأخطاء في 
الطريقة الحسابية ونحو التغيير في قيم البيانات المعطاة .. أمثال هذه النظم تسمى بالنظم الحساسة أو 
alli wa‏ أو بالنظم العتلة الشروط أو كما أميل إلى تسميته ‏ بالنظم ذات الحساسية . 


Condition Number العدد الشرطي‎ ۲-۳-۵ 


أولاً : التغیر في ۵ : 

دع b‏ هم . فاذا ما تغیرت b‏ بالقدر ۵6 فان x‏ تتغير بالقدر Ux‏ بحيث 
6x)=b+ 5b => Aóx-ób‏ +۸ 

فإذا کان معکوس 4 موجودا وفریدا فإن 


6۸ > برق 
وباستخدام خواص القیاس Norm‏ فان 


lox > |" Hes] (0 
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وهذا يوضح أنه إذا كانت AI‏ ها مقياس ضخم Large Norm‏ فان أقل حطاً pee PIE bà‏ 
والآن دعنا نتأكد من النتيجة السابقة وذلك من خلال المثال السابق .. في المثال السابق : 


_]28 5 5 ۱ 1 a Fuoco 
^ [5 a = |۸4 -)28(07( - )25۹(09( -١ , 4 L5 a 
n 
4|- Mex o : فإذا آخذنا التعریف‎ 
|4| = ۸6226 = 53 : أن‎ ad فإننا‎ 


فإذا کان ادف > فان 1 = ep Quo, lob]‏ طبقاً للنتيجة الي وصلنا إليها في (1) يكون : 


ده - esl‏ 4|< دم 
وهذا خطأ كبير بلا شك ویفسر عظم الخطأ في ا حل نتيجة هذا التغيير الطفیف المتجه ط . 
والآن دعنا نحسب الخطأ النسبي في « نتيجة الخطأ النسبي في ۵ . حيث أن 
تلكا د اما = Ax=b‏ 


وعا أن 4|<۵| ء إذن ۔ للد <| › أو بتعبیر آخر 


M 


4 Q) 


ld M 


E 


ومن (2) ,)1( يمكن استنتاج أن 


یروس اد 
H MA‏ 


وهذه المتباينة تقارن الخطأ النسبي في ا حل x‏ بالخطاً النسبي في ۵ . ویتضح من هذه التباينة أن الخطاً 
يعتمد على العدد ا حرج JAJA]‏ والذي یسمی العدد الشرطي Condition Number‏ ویرمز له ب ` 
cond(A)‏ .. أي أن 

cond(4) - ۸۰۸ 


AlA-I ; : ولکن‎ 
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إذن : - . up = |44| > Had = cona(4)‏ =1 
أي آن : 1 > cond(A)‏ 
وکلما كان النظم له عدد شرطي كبير )1 <<) فان هذه معناه أن النظم يكون ذي حساسية . 
T‏ : التغيير في ۸4 : 

بفرض أن دق هو التغیر الحادث في الحل x‏ نتيجة لتغیر قدره 54 في الصفوفة O3] e A‏ 

Ax-b > (A+8A\x+őx)=b > 48+ ع)‎ 4)x + (6AY0x)- O 
فان‎ ) (48x) وبإهمال الأخطاء الصغيرة من الرتبة الثانية ( أي بإهمال‎ 
Aóx*(8BAk zO > م برق > جزم ة)- د رقم‎ (04k 


( طبعا بفرض أن معكوس 4 موجود وفريد ) وبالتالي فإن 


"n dk 


lox spelled > > 44 


ZZ v 
رح ك8‎ 


والتباينة الأخيرة تقيس الخطأ النسبي فی مقياس x‏ نتي-ة الخطأ النسبي في مقياس ۸ . وکما يظهر في 
هذه قشاوف ad‏ أن هذا الخطا بعتمد Gal‏ على العدد الشرطي -CHA = eona(4)‏ 


ال : التغير في كل من 8,4 : 










نظرية : ) Ben Noble & J. D Daniel , , 1977 , p.100‏ ) 
دع ,4 =4 ودع EH‏ يرمز إلى مقياس ۱ أو مقياس ۲ أو 
مقياس oo‏ للمصفوفة أو للمتجه .. فإذا كانت المعادلة =b‏ 
| عرضة للتغيرات الآنية : A84)‏ 4 ,6۵ + ج (b‏ بحيث يكون 
1> 5۸4(2 « فان هذا ينع تغییراً في x‏ قدره ×2 بحيث يكون 
ce lea‏ 
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zi‏ اد 
"n B Wl‏ 


enel عت‎ 





الاثبات : 
یعتمد الإثبات على تذکر القارئ لبعض النتائج ال حصلنا علیها في الباب الأول فصل المقياس . 
من هذه النتائج أن الصفوفة (A+R)‏ تکون مصفوفة غير شاذة إذا كان 





اک 
E. aep‏ 
l-a‏ 
وبأحذ 84 = ۸ فان هذا معناه أن (4 8 +4) مصفوفة غير شاذة » da‏ رجا خي ورت 
للمعادلات 
Ax + 5x)= b+ ób‏ و +4( 
وحيث أن Ax eb‏ فان العلاقة السابقة تؤدي بنا إلى 


(4 + 5 (۵ + Ax «(Ak = b + Sb 


ol أي‎ 
(4-8A4px-ób-(óA4k > 5x=(4+ 54) (æ - (6 Ax) 
op وبالتالي‎ 
lóx| > la + 547 || - (6 ا((۸‎ 
ولكن‎ 


(4+ 547 8 ۱ك‎ 1 , a- [6a] > 


بوضع =M‏ !)1-2( ء ادن 
TT‏ 
أي أن 
Hon] ea)‏ | > )64( - | "مه > los]‏ 
وبالتايي فان 
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TEZ) 





رلکن 
<I> D‏ اه | سرت 
إذن 
.)رس Ay‏ .اف 
de a 64‏ جح یں 
۸< 
-mje mit a‏ 
54ا, لاقاا سم 
Tu).‏ 0 امہ 3 
حیث : -(-a)' = ۱-1 (۸ p‏ 
ملاحظة هامة : 





النظرية السابقة تعطي hä‏ حد آعلی ل i‏ ورعا یکون غير واقعي . 
ولتوضیح ذلك دعنا نأخذ المثال Ben Noble & Daniel , 1977, p. 171 ( Yh‏ ) . دع 
k‏ 1 
hal | , k20‏ =4 
ma PNE E -] 1 -k ni‏ 
وبالتالی فان | i‏ - 4 . فإذا آخذنا ...|| op‏ 
1+۸ = |۸7 - || 
QU,‏ فان 
cond( A) = (1 + (۴‏ 


وهو یتسع باتساع ۸ . فاذا Usi‏ العادلات اح فان ا حل یکون : 
zb‏ 
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E»‏ 
X=‏ 
1 
فإذا اضطربت 5 ال 
H8‏ - 
lita‏ اوه |1 
فان 
[à -kô‏ 
ô, ۱ ۱‏ اح وق 
وبالتالي فانه للقیم الكبيرة ل k‏ یکون 
P395‏ 
b +‏ 
كذلك ) اذا كانت رق < رق ) فان 
los]‏ 
مع د 
MM‏ 
وبالتالي فان 
6١‏ ۴۶ 
l‏ |[ 


( وذلك لقیم k‏ الكبيرة و ل 8 < ,8( . هذا معناه آن الل ليس ساسا ule b ael‏ الرغم من 
أن cond( A)‏ عالي القيمة . 


والنتیحة ال نخرج بها من هذا Jl!‏ أن الحل يكون حساساً لبعض b‏ وليس لكل b‏ . 










1 ۱ 5 5 0.505 
Jta‏ : او جد العدد الشرطي cond(A)‏ وذلك ادا کانت | 1 1 | A‏ 
اخل : 
0.495- [ 5 0.505 
E => |4-001 — 0‏ 
i -] 0.505‏ 


فإذا أحذنا :| هو .]خن 


cond(A) = | ۳9 = (2)050.5) = 1 
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العدد الشرطي cond(A)‏ يساوي جذر النسبة بین آکبر قيمة ذاتيسة 


وأصغر قيمة ذاتية لب AAT‏ 





الإثبات : 


أنظر ( 1967 , Forsythe , George and Moler‏ ( ۔ 


cond(A) - ius, , أي أن ( مملادد‎ 
Amin 


مع ملاحظة أن AAT‏ ها قيم ذاتية غير سالبة وحقيقية . فمثلاً في الثال السابق : 


0.505 5 r |0.505 1 r 10.50005 1 
A= > Å = => AA = 
1 1 0.495 1 1 2 


=> Amin = 4 X10 AL = 01 


2 2.50001 
> cond(4A) = سس‎ B RIT z 250 








cond(AB) € cond(A).cond(B) : أن‎ cJ : Qua 


الاثبات : 





cond - |jaB]|{aBy'| = asije] > aell- e | - b ata] 


cond(AB) > cond(A).cond( B) : أي أن‎ 


تمارين على التطبيق الثالث : 
(Y)‏ أثبت أن 1< cond(4)‏ . 


(Y)‏ إذا كان رما وت ل ا يروو 
۱4 1-6 


( Deif A.S., 1982 آنظر‎ ) 
آثبت أن‎ c (Axe b, b م5 + مج‎ , A— 4+ 6A) إذا كان‎ (Y) 
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سك هس ے [ox]‏ 


۳ ۱-۸۸۰۱ 4 


(Ben Noble , 1969 , p.434 آنظر‎ ( 


٤-٥‏ التطبیق الرابع : طريقة أقل الربعات 
LEAST SQUARES TECHNIQUE‏ 
٦-٤-۵‏ مقدمة : 


في كثير من السائل العلمية تکون العلاقة بين متغیر مستقل × ومتغیر تابع y‏ جرد قیاسات 
معملية أو ار .. E‏ بخیث يكون العلوم هو الأقواس الرتبة (xy)‏ حیث ”,...,0,1,2 = ( أي 
ml‏ من النقاط ) c‏ والمطلوب التوفيق بين هذه النقاط للحصول على أمثل منحنی Optimal Curve‏ 
من رة yo‏ ملا oe‏ مس آر عنس رمن الدارجة کته .د ع هدا معاه أن eid ld‏ 
الأمثل لا بعر بكل النقاط امُعطاة ولكن عر بينها بحيث يكون مقياس ما للخطأ أقل ما يمكن . 
Ul‏ عن هذا النحنی التوفيقي dissi cc‏ قواعد Bases‏ عدة له » ولتکن CRE‏ 
بحیث تکون )رط من مز eR‏ هذه القواعد بحيث تکون متعامدة Orthogonal‏ لنضمن 
إستقلانها من جهة ولتسهیل التحلیل الرياضي ( باستخدام شروط التعامد ) من جهة أخرى . على هذا 
اس یکون التحنی التوفيقي اراد of‏ یکون Sal‏ على هذا اليش الرياضي علی الشکل : 


y= F(x) = مره‎ 


i=0 
. ویکون الطلوب هو كيفية حساب العاملات ,4 الي تحعل مقیاس الخطأ أقل ما يمكن‎ 


LÍ‏ عن مقياس الخطاً ئ00۶ 


xi أي يمكن‎ .. lex انحسوبة من النحنی کمقیاس‎ y الْقاسة وقيمة‎ y 
ی و‎ ls) 
120 i=0 
کمقیاس للخطأ أ . ولکن الحصول على العاملات من هذه الصيغة الرياضية فيه بم_ض الصعوبات‎ 


الخاصة بالتحلیل الریاضی والناشئة من کون الدالة العددية Absolute (or Modulus) Function‏ غير 
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قابلة للتفاضل عند بعض النقاط .. وتحنباً مذه المشكلة الرياضية تم إختيار مقیاس مربع ا خطسا ( في 
الواقع يسمى الخطأ على المقياس الاقليدي Euclidean Norm‏ ( وفيه يكون : 


-FF o) 


i=0 i=0 
حيث يتم التجمیم على كل النقاط الموجودة بالجدول . وبالتعویض في العلاقة الأخيرة عن معادلة‎ 
: المنحنى التوفيقي نحصل على‎ 
7 2 
e= ام ا‎ 
i=0 \i=0 
op وللحصول على آقل خطأ‎ 
2 
هت‎ UTR, 
ĉa; 
of أي‎ 





یا 2 2 


2 m n 
4 5 d$ aew هو‎ , Vj -012,---,n 


أي Uf‏ نحصل على العادلات الخطية الاتية : 


$e Zor 90, Yos fa] | oo 

2 ۵۵۱ x $06, id 2, 0,0 a ? oy 

2,۰ 2 ۰ 5 da 5,0, a |= 0» 

2,0, 59,0, 50,9, — 9, 4] Y,» 

mE 4 Y 

حيث (Y)‏ هي تجميع على کل نقاط الحدول . وتسمی العادلة الأخيرة ب المعادلسة القياسسية 
Normal Equation‏ 3 سی مصفوفة العاملات ب الصفوفة القياسية Normal Matrix N‏ « 
وبالتالي بمكن كتابة العادلة السابقة على الصورة 


NA-Y 


d الصفوفات‎ 


Zo 2,00 2,0, s 2 ۰ 80 2 
30 Zo 2 od, 4 2 ۵۱ a 2 oy 
N- 3,905, 2 ۵,۵ XE i 3, (A47 a: re 3o» 
2 0۵۸ 2,9, 2,0, n Yo dn 2,7 


وبالحصول على العاملات من حداول التجميع العدة لذلك حصل على العادلة القياسية سم نحلها 
باحدی الطرق الباشرة أو غير الباشرة للحصول على متجه العاملات 4 . 


مثال : آوحد أمثل حط مستقیم یمثل البیانات المعطاة على القیاس الاقليدي : 


۶ | 1 2 3 4 
y|65 96 13.8 3 





ال : 
المنحنى التوفيقي هنا له العادلة 


+ و < ۲( 


بإعداد الجداول المناسية ساب 00:9 لهذا النحنی t‏ نحصل على : 





[Eee‏ سر اسب | ہو 


وبالتالي ; تصبح المعادللات : 


4 101201 [482 
= > 0 =2.15 و‎ 1 =6 
10 30|a | 3 


أي أن أمثل خط مستقيم عثل البيانات السابقة هو : 


y = 2.15 +36 


5 5 
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باستعمال قواعد لاجندر {P} Legendre‏ لتمثيل البیانات 


x| 1 3 4 5 
y|72 228 33.6 474 





NT 


قواعد لاحندر حتی الدرجة الثانية هي 
be -1(‏ - يم ر A=x‏ , 21 0] 
وبالتالي تكون المعادلة القياسية هي : 
تر اق( YR ERR‏ 


YAR YP 2808] a | =| Ry 
2,۸ RP YE 42 È Py 


eM codi ول‎ asi نه‎ 


E ES, 1 1 1 1 1 
Er YA Ys 2, YR 2 Ya XA 


وبتكوين الحدول السابق والتعويض ف المعادلة القياسية وحلها بطريقة تكرارية مناسبة يمكن Jo—‏ 
على ۱ 






3ح يه , 3.068- به , 3.386- a‏ 


وبالتالي فان 


y = ليه + ط۸ + ولمه‎ 
- (3.386) x (1) (3.068) x (x) + (0.773) x ۴ bx? 3 1 


= 2.9995 + 3.0687 + 1952 


وهو أمثل منحنى درجة ثانية بقواعد لاجندر . 
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۲-6-۵ طريقة أخرى للحصول على العادلات القياسية : 
يمكن إعادة صياغة المشكلة السابقة كالآتي : لنفرض أن النحنی المطلوب هو ye F(x)‏ € 
ودعنا نفترض أنه يمر بكل النقاط المعطاة .. أي نفرض أن : 
y, = F(x)‏ 
أو 


0,2۱۰ در , (رعارهه 9 = رد 
i=0‏ 


بالطبع نحصل على معادلات ذات ثلاثة (حتمالات : الأول أن یکون gie nm‏ أن سردم « 
والثالث أن n» m‏ . وعادة ما تکون المشكلة حصورة في الاحتمال الثالث ( حيث أن درجة النحنی 
UNE E‏ لاجد ان فا ا على الک ) نیما توب الک سی ضط 
البيانات . ولقد تطرقنا إلى حل هذه العادلات في الباب الثاني ووجدنا أن الحل الذي يحقق أقل خطأ 
على المقياس الإقليدي يكون كالآتي : 


y‏ = ۱(۴+م)(ز+ر‌گ 


إذن بالضرب فی "4 یکون 
بر ۸ = MCA] adi‏ 
لاحظ أن العادلات الناتحة تکافی ما حصلنا عليه في القدمة وعلى القارئ أن يتأكد من ذلك . 
وسواء كان (AA)‏ ( ؤهي مصفوفة قياسية Normal Matrix‏ ) قابلة للعكس Invertible‏ أم لا 
فإننا iole‏ ما حصل على معادلات يجب حلها ( بطرق ذكية ) . وأذكر القارئ أنه تم تحلیسل نفس 
المشكلة ( حالة عدد العادلات أكبر من عدد المجاهيل ) في الباب الثاني وفیه تم جعل مقياس ‏ ۲ أقل 


ما يمكن وهو نفس الإثبات بطريق آخر . 
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مثال : أوجد المنحنى الأمثل من الدرجة الثانية مستعملاً القواعد e‏ للبیانات 
4 3 2 لال 
3 13.8 9.6 6.5 | ز 






الحل : 
النحنی التوفيقي هنا له العادلة 


ax + a,x?‏ + وھ = بر 


وبالتعويض بالنقاط نحصل على العادلات الاتية : 


6.5 = به + موه‎ + a2 
9.6 = ay + 20, + و4۵‎ 
13.8 = وه‎ + 3a + 9a; 
18.3 = ay + 4a, +16 


اي أن 
6.5 ]1 1 1 
do‏ 
9.6 4 12 
ہس di‏ 3 
13.8 9 15 
a‏ 5 
18.3 ^ ۳ 14 
-.مسمے سےا 
A |‏ 
وبالضرب في "4 a£‏ أن 
65 1[ 1.1 
1[ 1 1 1 80 1 1 1.1 
9.6 2 1 
q|21 2 3 4‏ ۲ 4 3 12 
13.8 9 13 
a 14 9 16 3‏ 6 9 14 
AT‏ تیه یت AT‏ 


: ومنها حصل على‎ 
4 10 30a] [482 
10 30 100 | a |- [1403 | 
30 100 354|a.| |4619 


e 


وحل هذه المعادلات حصل على المعاملات ومن e‏ معادلة اننحنی الأمثل الطلوب P d‏ القارئ i‏ 
يفعل ذلك Nest‏ للحل . 
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ملحوظة : 
لاحظ أن المعادلات الفرعية 
رٹ ۳ 
a | 3‏ 301 10 
تعطي الخط الأمٹل كما سبق وبینا في مثال سابق . کذلك لاحظ أن هذه العادلات هي نفسها 
العادلات القياسية . ۱ 


مثال : أوجد المنحنى الأمثل "مه = بر والذي يمثل البیانات الآنية 


x| 0 1 2 3 
y|0.99 03 0.1 0.05 





الحل : 

و التوفيقي هنا له iol!‏ “عه y=‏ وهذه الصيغة للمنحنى غريبة عن الأساس النظري الذي بنينا 
عليه هذا الفصل من الکتاب . ولکن بأذ (...)10 لكل من الطرفین فان المسألة تتحول إلى فراغنا 

كالاتي : 


۱۱۱ = [na + ۵ جه‎ == Qo + ره‎ 


2=lny , a=lna , a=b 
: وبالتالي لابد من تعديل البيانات كالتالي‎ 


X 0 1 2 3 
-0.01 -12 -23 -3.0 


وبإعداد اب حدول الناسب ساب ,6,0 هذا النحنی > حصل على : 


z-inv 





وبالتالي تصبح العادلات : 
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a| -1]14 -6]651[ _ [e--01 . 
a| 201-6 4 |148 a = 1.007 


ومنها عکن معرفة طا ,© : 


ت0" 


aze^* =°" = 09‏ >= 2-011 ہو وما 
b = a = - 7‏ 


أي أن أمثل منحنی على الصورة * a ae”‏ ا عر ۴ = پر . 


ملاحظات هامة : 
(Y)‏ — إذاأردنا الحصول على أمثل منحنى ae‏ = ر واتبعنا نفس الأسلوب المباشر في ا حل » فاننا 
حصل على الآتي : 


a ۸-0 i=0 
= 
2 
2e - و‎ dae" - y, le^" x, =0 > سے‎ 00 " =0 (2) 
120 ۱-0 i20 


والعادلتان )2( , )1( معادلتان غير خطيتين Nonlinear‏ ف a, b‏ » وبالتالي أصبحست هناك 
صعوبة في JH‏ بهذا الأسلوب . 

وهنا يبرز سوال p‏ سد معن Jo Wa‏ ۰ وتحويل المسسألة إلى مسألة 
E‏ کوب بر Lll‏ ؟ . دعنا نعود تاذ الفنمة UD‏ و من 
المثال السابق .. 1.007- = ط,0.9=ه ) ونعوض بها في المعادلتين (2) , (1) السابقتین ونری ما 
إذا كانتا متحققتين أم لا : 

* بالتعويض في المعادلة (1) : 


0 - = 1.11538 - 1.02225 = ۱۷۰۸ء پر 2 - 2048 09 


الصفوفات 
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* بالتعویض في العادلة (2) : 


0.99 xe 291 - S y yg ۳ = 0.158584 - 0.14359761- 0.015 0 


اك ات تور 


7 - - ,0.9 ) هي الي تجعل النحنی مم دير أ 
على کل حال . 


.. ولکنها تقریب جیند 








(Y)‏ إذا طلب توفیق المنحنى على صورة <= بر فإنه يمكن التقریب أولاً إلى الخطية بجعل 
pe ma bas‏ یں : _ ۔ 
l ra ~ /a)+ (ela - do + ax ds‏ 
حيث 
b c‏ 
سے 6 5 < ag‏ 
a a‏ 


وبعد الحصول على قيم asa,‏ يمكن الحصول على معادلة النحنی 


1 a 





ay*tax 8+ عن‎ 








Weighted Least Squares Method ا مربعات ا وزونة‎ 





لبعض التطبیقات ذات ا حساسیة لبعض المعادلات c‏ تستخدم أوزاناً C—‏ نقل oJ‏ 
العادلات بالذات باللسبة لبقية العادلات 


أن .. وبالتالی یکون 


وبعد إجراء الأمثلية بالنسبة للمعادلات ‏ كما سبق فاننا نصل إلى الآتي c ATWAx = AT Wy.‏ 
حيث ( 


W = dig)‏ . وأرجو من القارئ أن یحاول بنفسه تحصیل هذا الموضوع 
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۵-۵ التطبیق اخامس : رسومات الحاسب COMPUTER GRAPHICS‏ 
۱-۵-۵ مقدمة : 


في هذا التطبیق ننظر إلى الصفوفة الربعة م كتحويلة خطيسة Linear Transformation T‏ 


حیث : 
T:R” SR"‏ 
: وال ها خواص هندسية هامة وخاصة إذا كانت المصفوفة A‏ متومده Orthonormal‏ ) أي 
4-1 كل ) . 
لتوضيح ذلك نفرض أن التحويلة الخطیة >R"‏ ”7:۸ تعرف کالاتي : 
T(x) = Ax‏ 
حيث 4 مصفوفة متوحمدة . مثل هذا التحویل الخطي يحافظ على الضرب البيي Inner Product‏ 
للمتجهات ‏ إذ of‏ 


(TOTO) = )۸ 4y) = (4xY (ay) = x” 4 4y =x" y- (x, y) 
-I 
وبالتالي فان هذه التحويلة الخطية تحافظ على السافات بین التجهات .. أي أن‎ 


Irco - Tool! = [7r = | = (r& - ,(مر‎ 7): - ») » (46x - Y 4G - y) 
=(x- yf 4 -yH -yf e- (ر‎ = | - y? 


وبالتالي فان المسافة بين T(x)‏ و TO)‏ هي نفسها السافة بين x×‏ و بر .. وبالتالي نكون قد قدمنا فيما 
سبق للنظرية التالية : 


نظر 


: التحويلة الخطية T:R” >R"‏ والعرفة — TOA‏ تصمی 


بب آیزومزي Isometry‏ إذا وفقط 131 كانت A‏ متوهدة . 





ملحوظة هامة : احافظة على السافات والضرب البيي يژدي بالتالی إلى ا حافظة على الزوایا .. إذ أن 


الصفوفات 


Qr) 
bibi 


6096 = 


ال زاوية ۵ pr‏ 2 > > 0 





والشکل القابل يوضح هذا الدوران . وقي 
هذه الحالة من السهل coU‏ أن 


ds 6090 -sin 
sin cosê 


وعلى القاری أن یت ذلك بالإستعانة 
بالبادی البسيطة في المندسة التحليلية . 


وعكن كتابة التحويل على النحسو u = Ae,‏ 


: doll 


۱ 4 نظام او ز عبتي Right-Handed | Coordinate‏ 


t iS s‏ ذوران Amd! Rotation‏ حول خط ما يمر بنقطة 
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* فاذا كان الدوران حول حور 2 بزاوية 6 فان 


6090 -sinO 0 
A,-|sinO cos 0 
0 0 1 


( المتجه في مستوى عمودي على مور 2 ) . 


* فإذا كان الدوران حول محور x‏ بزاوية ۵ فان 


1 0 0 
A, =|0 cos ~sin0 
0 sind cos@ 


( المتجه في مستوى عمودي على حور ) . 















bp *‏ كان الدوران حول حور y‏ بزاوية © فان 
cosü 0 -sinó‏ 
A-2| 0 1 0‏ 
sin 0  cosÓ‏ 


( التجه في مستوی عمودي على حور ز) . 





مثال : إذا كان التحویل T‏ هو حاصل دوران 45° 
بر » فما هي مصفوفة التحویل . 


EN 

1 

„> 

! 
Sp اه‎ 
بت‎ = c 

al- 
O O جم‎ 

il 
sl esr 
"esl. 


Sl- 


wr الصفوفات‎ 


۲-۵-۵ رسومات ا خاسب 


والآن دعنا ننتقل إلى نظام عرض الأشكال على 
شاشة الحاسب ولنأحذ محاورنا اليمينية كما هو موضح 
بالشكل . إن الشكل في الفراغ يتميز بتقساط تُسمى 
الرژوس 5 .. لتكن B, Pye, P,‏ ء وكذلك 
با خطوط الواصلة اس الم وس pu‏ 
الأحرف Edges‏ . رعا يتبادر إلى الذهن أن أسهل 
حل للتعبير عن الشكل هو إسقاط البعد الثالث في كل 
نقطة ,2 .. ولكن الشكل الناتج في الستوی بود رعا لا يعبر عن الشكل الفراغي إطلاقاً .. فک مثلاً 
في مكعب يتوازى أحد أوجهه مع المستوى cay‏ وبالتالي فإنه من الأسهل دوران الشكل في الفراغ ثم 
بعد ذلك إسقاطه على المستوى xy‏ ( بحذف البعد 2 ) وذلك يتم ببساطة كالتالي : 





لتکن الصفوفة م تعبر عن مصفوفة النقاظ قبل الدوران : 


X Xz vis Xn 
P=| یز‎ Y) v Y 
£y" 12317 Zn 3xn 


فإذا كانت الصفوفة 4 هي مصفوفة الدوران "۴۸ ج T: R"‏ حول أحد ا حاور فإن التقساط بعد 
الدوران تحددها أعمدة الصفوفة P‏ حيث P'S AP‏ ثم حصل بعد ذلك على الاسقاط على 
المستوى xy‏ بحذف 2 قي المصفوفة 'ط . 

Qua‏ لذلك ‏ فلنأحذ الثلث الموضح بالشكل » وبالتالي فان 


5.00 
P=|0 5 0 
0 0 5 


دعنا ندیر الشکل حول حور y‏ بزاوية مقدارها 8236.87 





sin 6 - 0.6 , cos0 «0.8 
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ob 
08 0 -0615 0 0 4 0 -3 
P'-01 0 JO 5 02۱ 0 5 0 
0.6 0 08 0 0 5 je css ouf 


أي أن الثلث ( بعد حذف البعد 2 ) یصبح كما هو مبسسین 
بالشکل القابل . 

والآن دعنا ندیر الشکل حول محسور × بنفس الزاوية 
السابقة c‏ 3( هذه ا حالة تكون 





1 0 0 15 0 0 5 0 0 
۲۶۱0 08 -0610 5 0|-|0 4 -3 
0 06 0.8 |0 0 5 fs ۶ 2۳ تارف‎ 





أي أن المثلث ) بعد حذف البعد 2 ( یصبح كما هو مبين 
بالشکل القابل . 
ملاحظة : 


As 


يتم التوفيق بین الدوران حول حور y‏ ( وعادة یسمی دوران Spin‏ ( والدوران حول حور × 
( وعادة يسمى قلب Tip‏ ) للحصول على شکل مقبول لعرض ا سم . 

وننقل البرنامج التالي ( مع بعض التصرف لعل el‏ متحركاً ) مسن (, Edwards et al.‏ 
p. 6‏ , 1988 ) مکتوبا بلغة الباسيك BASIC‏ للحصول على عرض مناسسب للحسم الموضح 
بالشكل Qui‏ 
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100 REM program rotated polyhedr 


110 REM وروی‎ polyhedron whose v 


110 RÉM draws polyhedron whose vertices and 


edges are specified in data statements 
initialization: 


SCREEN 1:CLS:KEY OFF 

WINDOW (-4,-4)-(4,4) 
DEFINT I,J,K,M,N 
DIM A(3,3):P123.141593 :DEFINT I,J,K,M,N 
vertex data 
DATA 6,-2,0,1,-2,2,0,-2,0,-1,2,0,1,0,2,0,2,0,-1 
edge data: 
DATA 9,1,2,1,3,2,3,1,4,2,5,3,6,4,5,5,6,4,6 
read vertices: 
READ N 'number of vertices 
DIM X(N),Y(N),Z(N) 
FOR 32-1 TO N 

READ X(J),Y(J),2(J) 

NEXT J 


Spin: 
INPUT "spin angle (deg)";SPIN 
1212-0 TO 180 STEP 15 


SPIN-SPIN*PI/180 

A(1,1)z2COS(SPIN):A(1,2 :A(1,3)-2-SIN(SPIN) 
A(2,1)20 :A(2,2 :A(2,3)30 
A(3,1):SIN(SPIN):A(3,2) :A(3,3) ZCOS(SPIN) 
GOSUB 600 'multipiy by spin matrix 


tip: 

TIP-TIP*PI/180 

A(1,1)-21 :A(1,2)20 ` :A(1,3)20€ 
A(2,1)20 :A(2, 2) ZCOS( TIP) :A(2,3)2-SIN(TIP) 
A(3,1)20 :A(3,2)SIN(TIPj :A(3,3)3COS( TIP) 
GOSUB 600 'multiply by tip matrix 


plot edges: 
READ M 'number of edges 
FOR K-1 TO M 
READ I,J 'vertices of next edge 
LINE (X(I),Y(I)) - (X(J),Y(J)) 
NEXT K 


REM 
REM 
REM 
REM 


REM 
REM 


FOR 
CLS 


RESTORE 210 


H=1 TO 9000 :NEXT H 


FOR 


NEXT TIP 


matrix multiplication 

FOR J=1 TO N 

XzX(J) :YsY(J) : 
) 


ZzZ2(J) 
X(J)-A(1,1)*X *A(1 
2 
3 


Z 
2)*Y *A(1,3)*Z2 
2)*Y )ھ+‎ (2 
2)*Y *A(3,3)*2 


Y(J)zA(2,1)*X +A( 
2(J)zA(3,1)*X +۸ ) 
NEXT J 
RETURN 


07 
۶ 
f 


END 
REM 
REM 


120 
130 
140 
150 
160 
170 
173 
180 
190 
195 
200 
210 
220 
230 
240 
250 
260 
270 
280 
290 
300 
304 
306 


289 
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ونعرض الآن بعض الأشكال الناتحة من تشغیل البرنامج السابق بزوایا دوران Spin‏ وقلب Tip‏ مختلفة : 


angle 975 a 
ans et deg? 


in an 


Cd 2? 9 
anglecaegod a 9 





T ۱ الصفوفات‎ 


spin an (deg)? 0 
i» کو ہق 6ں ہے‎ 90 


10 Lou تک توق‎ d 


e qg 
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Ss n an (de ^25 i58 
iis anclecdesg)2 4 


in angle ) 46 دع‎ 2 


^ angle deg? + 


تطبيقات 
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IM 

تمرين للقارئ : 

قم بإدارة الخيمة المبينة بالشكل التالی : 





وهذه هي بعض بعض الأشكال الى عکن الحصول عليها 


۳ angre saeg? 45 


in angle 7ه‎ 39 
e Cdeg)? 45 


spi 
angle Cde ? 160 tip an 
g : 3 E” g 








spin angie 09 0 
م‎ angie Cdeg»? 90 


in angie Ld 


angie t&dec 
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اتصفوفات 


QUADRATIC FORMS التطبیق السادس : الصیغ الزبيعية‎ ٦-٥ 


۱-۷-۵ العادلة من الدرجة الثانية x,y d‏ 





ax? + 2bxy + cy) + dx + ey + f =0‏ 
حيث تنتمي العاملات و کذلك x y‏ إلى و الثوابت » a, b,‏ ليست جیعها أصفاراً . وعکننا وضع 
الجزء ”ر + ax? + 2bxy‏ على الصورة الصفوفية : 


ax? + 2bxy + cy? = [e 1 AM 


b cly 
متغرین . وهذه الصيغة عکسن‎  Quadratic Form هذه الصورة ب الصيغة ال بيعية‎ ii 
Real Symmetric مصفوفة متمانلة حقيقية‎ ۸ « NS («)و‎ - x Ax کتابتها على الصورة‎ 
. Matrix 
Conic Sections ب القطاعات المخروطية‎ bal T ویجدر الاشارة إلى أن هذه الصورة‎ 
وذلك لأن معظم الا شکال القطاعية تأتي من تقاطع مستوی مع مخروط دائري قسائم مسزدوج‎ 
. علی حسب الاشکال المبینة‎ Right Circular Cone with Two Nappes 






l 
l 

JAN. 

: d 
! 
i 
i 
! 





قطع زائد Hyperbola‏ قطع مکافی Parabola‏ قطع ناقص Ellipse‏ 
وبوضم ا حاور في المكان الناسب فان الصورة البسطة للمعادلات تکون كالتالي : 
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ومن الممكن أن تمثل الصيغة الزبيعية حطین مستقيمين أو نمثل 


نقطة أو تمثل منحنی تخيلي . فمثلاً العادلة T‏ 
0= ر - 2× Xx‏ 
تمثل + خحطين مستقیمبز وذلك لأن 
(x-yXx+y)=0‏ > 0= 2 - 2× 
وبالتالي 
0د ر+ہ× , x-y=0‏ 
في حين of‏ المعادلة 


0= ر + x‏ 
تمثل نقطة ( لأنها لا تتحقق إلا للنقطة )0,0( فقط ) . آما إذا إعتبرنا العادلة 


1=0+ ر + خر 


) أنها تمثل منحنی تخيلي ( لأنها لا تتحقق لأية نقطة وبالتالي لا یکن ر مھا في الستوی الحقيقي‎ ad 


مثال : بين ما إذا كانت العادلة الآتية تمثل قطاعاً مخروطياً أم لا : 


3x! -2y? - 18x + 8y +13 =0 





0-23x? - 2y? - 18x + برق‎ + 3 
=x? - 18x)- Q5? - برع‎ 13 
= تاو‎ -6x + 9(-2 2 -4y + 4(+ 13 - 39( + 2) 
= 3-3 -Xy-2y -6 
; erc 
x y 
= 3× - 22 -6 


298 ا 


وهي معادلة قطع زائد م رکزہ النقطة )3,2( كما هو 
مبين بالشکل E‏ وأحيل الققارئ امهتم إلى Thomas)‏ 


. لزید من التفصیلات‎ ) G.B. and Finney R.L , 1984 


وعکننا دائماً الحصول على الأشكال القياسية 
بنقل أو دوران ا حاور .. آما عن نقل انحاور فمیسر على 
القارئ بتصرف يسير مثل الذي قدمناه في المثال 
السابق .. وباللسبة لدوران احاور فمن الم معرفة كيف عکن تحديد زاوية الدوران. ۱ 
Rotation Angle‏ ؟ . وعكننا عمل ذلك على النحو التالي : ۱ 
بكتابة العادلة في الصورة الصفوفية 


لول 


x! Ax + Bx f =0 of أي‎ 





ومن المعلوم أن A‏ مصفوفة متمائلة ولذلك يمكن حعلها قطرية Diagonalizable‏ .. أي أن 

AP - D,‏ ام 
حيث م هي الصفو فة الظاهرية "n Modal Matrix‏ تحتوي على التجهات الذاتية التعامدة 
پا viv,‏ (لماذا ؟) المصاحبة للقيم الذاتية برا ,22,۰۰۰ ,ی للمصفوفة A‏ ومن المعلوم ) bi‏ 
ET OD‏ 


: وبالتالي‎ 
x! Ax = (Px) A(Px') - x" PT APx 2x Dix = A x? + Aay”? 


à 0 
| beo il 
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وهذا يثبت النظرية التالية : 


افع ×۸ 7 - ناو ضيغة تربيعية حیث ,را =4 متمائلة . فانسه 
ot‏ يدي إلى إنعدام ا حد البيني Cross Term‏ بحیٹ يكو o‏ 


Ax! eA" uo cse‏ = یاو 
أحيث ,بر هي القیم الذاتية ل 4 و 


x=Px o, P= vj] 1‏ 
أو vv,‏ هي التجهات الذاتية التوهسدة ل 4 بحيسث یکسون 
-P|‏ آم وكذلك تکون 


tan 20 = 
a-c 


cos ~sin@ 
51۳6  cosÓ 





: ملاحظات‎ 
للعادلة بعد الدوران تصبح‎ AD) 
x"Ax+Bx+f=0 > x" (P7 APk + BPx' + f =0 


> Ax? + رر‎ +dx' +ey'+f=0 


مع عدم تغيير العامل الثابت کر للمعادلتين . 


BP-[a ejp-|« e] حيث‎ 


(Y)‏ إذا كانت AA,‏ هما نفس الإشارة فان الناتج يكون معادلة قطع ناقص .. وإذا كانت هما 
إشارتين متعا کستین فان الناتج يكون قطعا زائدا .. وإذا كانت احداهما T uU hä‏ 
القطع يكون قطعا مكافاً . 


(Y)‏ لاحظ أيضاً أن 


300 


واو - +c , b? -acz b?‏ و دن بدن 
وذلك oS‏ 
a-A b‏ 
0 - 

b Rel 
=> (a-AYXc-A)-&? =0 
=> 4 -(a-oà-(P -ac)=0 

(a + c) fa + (ه‎ + 49? - ac) 
سے‎ T ہچ جج‎ 
ر + په مہ‎ a6 AA =b? - ac) 





|4۸ - 247-0 => 


=> 


مثال : حدد شکل القطاع اللحروطي الذي تمثله العادلة 


16x? + 24xy + 9? «15x - ر20‎ =0 





16x? + 24xy + 9y? «15x - بر20‎ - 0 > 44,20 


وبالتالي فان 


PEUT 


25 ٥۷ 
x" Ax 5 [x y i - 25x"? 
5-2-5 0 0 ۰ 
; 4 -3 × ۱ 
بر25 - |, [20 - 15[ = ۶ھ‎ 
x 3 T 


وبالتالي تأحذ العادلة 
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16x? + 24xy + 9y? + 15» - 20y -0 
الصورة‎ 
25x? - 25-0 


y E x? أو‎ 


وهي معادلة قطع مكافئ . وتتحدد زاوية الدوران 
0 من 





77 = ف = ست سے 20 tan‏ 
7 9 


لاحظ آن ۵ عکن حسابها ایشا من عناصر vy ml‏ نحي = ممما 


مثال : حدد شکل القطاع الحروطي الذي تمثله العادلة 


34x? -24xy + 41y? - 40x -30y - 25 = 0 






اخل : 
12- 34 
41 12-|" 
B-[-40 -30‏ 
A - 5‏ 
0ے ,44 > 40-30-2520 - 34x? -24xy + 41y?‏ 
114 
وه 
1-3 
اه 
وبالتالي فان 


4 -3 A 0] [25 0 
P «Fi 1 i و حورجم‎ | 
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25 0 [× 
x" Ax راہ‎ y = 25× + 50y? 
dii: 0 50 برا‎ 


1۱4 -3 x ۲ 
BPx' -]-40 -30]x- = -50x 
2 5|3 4 را‎ 


وبالتالي تأحذ العادلة 
34x? - 24xy + Aly? - 40x -30y - 25 =0‏ 


 ةروصلا"‎ 


25(x' -1( + 502 = 0 








وهي معادلة قطع ناقص . وتتحدد الزاوية من 
عناصر المتجه ۷ حيث 


2 z => ۵  - 7 
العادلة‎ of أي‎ 


34x? - 24xy + 2بر41‎ - 40x -30y - 25 = 0 


تمثل قطع ناقص محوره x‏ يدور بزاوية "36.87 خن حور x‏ ومركزه النقطة )1,0( على المحاور 
(y)‏ . ۱ 






أب ل ت ال إذا كان ۵-620 فن العادلے ة 
ey + f =0‏ + م + ax! + 20xy + cy!‏ تمثل قطعا مکاففا . 


b 
ax! + 2 بور‎ + cy) + dx + ey + f =0 > a-is | 
c 


القیم الذاتية للمصفوفة 4 تتحدد من 


T اتصفوفات‎ 


a-A b 
b MI 
جه‎ (a-4%c-4)-b «0 
2 2م‎ -(a«9A-(9 -ac)-0 


7 _)6+(۶+ (a + cf. -slac - 2 


=>> 2 2 





> 0- |لذ - 4] 


وحتى تكون المعادلة 0= کر + cy! + dec ey‏ + بورط2 + alst ax?‏ لقطع مكافئ » يحب أن تکون 
(حدی القيم الذاتية ) ب مغلا ) صفراً ( لکن ليست القيمتين معا ) دع 


و ated de)‏ بر 


2 
=> (a + c) - f(a + cy. - dac - ^) 
> (a + c = (a + cÈ - -عماه‎ b?) 


=> ac-b-0 => b-ac-0 
. ماذا 131 أخذنا الاحتمال الآخر ) 0= یف ؟‎ 
: رین‎ 
تمثل قطعا زائدا إذا‎ ax? + 2bxy + cy! + dx + رع‎ + f > 0 أن المعادلة‎ cai 
E b! - ac «0 كان 0<مو- ثم في حين تمثل قطعا ناقصا ]13 كان‎ 
Generalization تعمیم‎ ٣۲-٦-۵ 


والآن دعنا تعمم النتائج الى حصلنا علیها سابقاً : 












دع x! Ax‏ -(ير)ن صيغة تربيعية حيث R'"‏ 46 والتمائلة » ودع 
PAPA D, AP‏ ؛ فان لیم x=‏ يحول الصيغة إلى الآتي : 






ار + ۰۰۰۰+ aen‏ + امه dix)»‏ 
حيث [,) هي جموعة القیم الذاتية للمصفوفة 4 ۰ 
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q(x) = x" Ax = (PJ A(Px)- x رم‎ = Y Ax) 
i=l 


Theorem of Principal Axes of a وتسمی هذه النظرية بنظرية احاور الأساسية للصيغة الربيعية‎ 
` - Quadratic Form 






1 2 الذاتية للمصفوفسة A‏ موجبسة ‏ فان 


tq 0 9‏ شبه مو جبة Positive Semi-Definite Via‏ 
ڑا كافت ( :0,۷<به) . 


* 





|۸ «o وبالتالي فسان‎ a= [4 وذلك لان‎ ph ovy — 
i=l o TEE om 


اقا کات =0,vi‏ ,4( . 


E 


M الصفوفات‎ 


(x. y, z)- 2x? + 2ر5‎ + 222 + 2x2 : الصيغة ال بیعیة‎ * 


موجبة تحديدا oS‏ ها 


2 0 1 
A- 0 5 0 >> 2 -5 , 2 و , 3ے‎ =1 ee Àj > 1 

102 

* والصيغة التربيعية : 6xy + 8yz‏ (2 ,نز q(x,‏ 
غير محددة لأن ها 
0 3 0 
کے و , A-0, À-5‏ > |4 0 4-3 

0 4 0 


: تکون‎ q(x, y) = ax? + 2bxy + cy! =0 أثبت أن الصيغة ال بيعية‎ : du 






. ) 4< 0۵ = 06-8 <0 ( موجبة تحديدا إذا كان‎ (A) 
.( a > 0,۸ = ac-b >0 ( سالبة حدیدا إذا کان‎ (Y) 


(٢۲ 





غير حددة إذا كان ر 0« A= ac- b!‏ ( . 





الاثبات : 


€ 





b 
4 | > A -|4| = ac - 2 AA — ac-b eA-b + AA, 
c 


p‏ كانت 4 موجبة ( أي 0 A‏ ( فهذا يعن أن ac>0‏ ر لأن 20 b‏ ) وبالتالي فان c‏ , ۾ هما 
نفس الاشارة . كذلك SALA,‏ نفس الاشارة ( لأن 0 < يب = (A‏ . ولکن من العلوم أن 


atczA +4 =tr(A) 


03 »ره TS UAA,‏ نفس الاشارة . فإذا كانت : 

. وبالتالي تکون ۾ موحبة تحدیدا‎ (A), 45 < 0 ( فهذا یع أن‎ ) a» A -ac-b <0 ) (Y) 
. فهذا يعني أن ( 0« ,4,4( وبالتالی تکون و سالبة تحديدا‎ ) ۸0۸۵-۰0-0 <0 ( (Y) 
هما (شارات مختلفة‎ ALAS فهذا یعی أن ,أو بل سالبة .. أي أن‎ CA > 0 كانت‎ là ما‎ (v) 
وبالتاللي تکون ۾ غير حددة‎ 









Qi M 3 
بر۵‎ an 53 ۰۰ Gy 


Ay دوه روه|ع‎ 435 c7 GE 





d dg? @k3 ^7 Akk 


يعرف على أنه اشحدد للعناصر العلیا الیسری من الصفوفة A‏ . 


2 
= aan -anay , ۰۰ , مش‎ <|۸ 
d21 2 








.إذا وإذا فقط كان( 0,۷۸ < ,۵ €- 


* و تكون سالية uad‏ إڈا وإذا فقط كسان ( 0,974 > يد “(1-) ) 
| .. اي eai ap‏ ( 0,۰۰ < ,0« و0۵ < يشر > ۵ ) . 
٭ بو کون غير محددة إذا كان A,‏ موجباً أحياناً وسالباً أحياناً . 


ا uo‏ | ) سای سور 





فمثلا إذا كان : 








ون 2 N‏ 
1 دہ 
8 ,= > |1 2- 4-1 
2 یڈ 1 2 


A, د‎ || = -0 


q(x, y,z) = -3x? - 2y? - 52 + 2xy + Axz + 2yz 109 وبالتالي‎ 


nd الصفوفات‎ 


تکون سالبة تحديداً . في حين أن : 


A =3 








3 2 1 i 
B=|2 2 3| 2 (hb j^ 
۱ 3 ل2‎ [a ۵3--اق|‎ 
q(x, y,z) 23x? + 2y? + 222 + Axy + 2xz + 6yz : op وبالتالي‎ 
: بالنسبة ل‎ Ul . تکون غير محددة‎ 
A = 
1 . 
5 1 A, = =2 
1 2 í 3 ۰ ; 
اخ‎ 5 = 1 -1 
2 0 9 -6 م‎ |A--1 3 de4 
1 -3 -6 19 ra 
A, =|C|=24 


و بالتالي فان 
qx, x, X3,X4) = x? + 3x * 9x2 * 19x2 a 2xjx; + 47,39 + 224 = 6x,x, ۳ 12x3x4‏ 


تکون موحبة تحديداً 5 


: التطبیق السابع : حل نظم من العادلات غير الخطية‎ ۷-٥ 

إذا ما تعددت العادلات غير الخطية وحصانا على نظم من العادلات غير الخطية nonlinear‏ 
system of equations‏ ؛ Ul‏ بجب أن نلجأ إلى الصفوفات لتعيننا على حل .. - "e‏ بعض 
الطرق في هذا JA‏ . 


Newton Method طريقة نيوتن‎ : ۱-۷-۵ 
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ولاثبات ذلك : 


e 


نظم من العادلات غير الخطية في x‏ حيث x e R"‏ » ودعنا نفرض أن f(x)‏ دالة متصلة وقابلسة 
للاشتقاق جزئياً بالنسبة لعناصر × في فترة ما .. نتيجة لذلك فانه يمكننا فك f(x)‏ حول نقطة )× 
في هذه الفترة باستعمال مفكوك تیلور كالاتي : i‏ 

po 5 × (+ R=0‏ رز fo)‏ -( کر 
hs f) c‏ کرس کر نظم من الدوال ) 1,20 = ژر رل ) و 8 هو حد يعبر عن باقي 


حدود التسلسلة .. دع )× قريبة من الحل xD‏ بحيث يمكن إهمال ۸ e‏ وبالتالي فان : 


fo) 7 )مر‎ 2 x9)- T 


c, 
Q, 


xD )ر _ كيك‎ ) fo) 
J ju له‎ yia ike Jasobtan Oui a . fb) a yai هلا‎ 


E 


fe) [, || 2/;€0 TM 
z ا[ ]۔‎ 23× ۱ 0 j,k - n 












JG)- f'o)- 





وعلی هذا الأساس يمكن القول بأن : 


xD =x 1 )م(‎ 


وتتقارب طريقة نیوتن إذا كان الحل التقريي XO‏ قریبا من الحل × ( لزید من العلومات عن 
التقارب j|‏ & ل 1980 Stunmel F. and Hainer K.,‏ ( . 


309 c مصفو‎ ۱ 


3x, - cos(x5x;) - 1 =0 


x? -81(x, + 0.1 + sin x; + 1.06 =0 
107-3 _ 


0 و 


e + 20x, + 





3 X3 sin(xx,) X3 sin(x,x,) 
J=] 2x =162(x,+0.1) cosx; 
= وود‎ ۶ 5 xe ۶ 20 
0.1 
ثم نکون الحل‎ x =| 0.1 | وذلك عند النقطة‎ ya نحصل على زا ل-‎ Jy s - f. وبحل العادلات‎ 
- 0.1 
; التقريي‎ 
xl بر + (9اپرے‎ 


ونأحذه à AS‏ ابتدائية x‏ ونعید الكرة مرة c‏ للحصول على حل تقريبي x T‏ 
وهکذا . والحدول التالي یوضح تقارب JH‏ : (مأخوذ من 1993 , «(Burden R.L. and Faires J.D.‏ 









m 0.50003702 0.01946686 -0.52152047 
0.50004593 0.00158859 -0.52355711 





45 ۔ 0.00001244 0.50000034 
0.52359877- 0.00000000 0 0 
0.52359877- 0.00000000 0.50000000 
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ملاحظة : لاحظ أن الخطأ في الخطوة n‏ یکون في حدود مربع الخطأ في ا خطوۃ meum v n-]‏ 

RE‏ التقارب في هذه الحالة بالتقارب التزبيعي . كذلك يرضح المثال السابق أن طربقة نیوتسن 
تتقارب بسرعة وذلك إذا ما كانت القيمة الإبتدائية المأخوذة قريبة من الحسل السليم .. 
ولكن هل يمكننا دائما الحصول على هذه القيمة الإبتدائية القریبة من الحل ؟ . بجب أن 
نشك في ذلك . 


: Broyden Method طريقة برويدك‎ ۲-۷-۵ 


AR be 3‏ نیوتن شاك عدة QS bte‏ افسابات حاضة عندما تکون n‏ کبيرة .. منها حساب 
الجاكوبيان في کل حطوة ثم حساب العکوس له وحل نظم العادلات Jy so f.‏ عا فيه من مشاکل . 
لتجنب هذه المشكلة إقترح برویدن الطريقة التالية : 


* يتم حساب × كما في طريقة نيوتن : 


x )ر _ (0اپر ے‎ ) yo) 


* ثم يتم (ستعمال مصفوفة A‏ بدلا من Ja)‏ تغين عن الحاكوبيان ) 1973 Dennis. & More,‏ ( 






| ۔(کمار -( ار‎ Go f. 20 ۴ - xo 
+ 


4 = JG) j^ : 1 
2 





وذلك للحصول على . 


زمار اھر _ اہر ے (2)یر 


* ثم تکرر الخطوة الثانية للحصول على xP, x09...‏ من خلال التكرار 
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وبذلك يقل احهود اللازم محساب Je)‏ كل مرة .. ولکن مازال Ule‏ حل العادلات 
(٣م)ر۔‏ = AY;‏ 
وهي حسابات في حدود 2م ( cob?)‏ . أي ul‏ مازلنا في إحتياج حساب "47 بشكل أو بآخر . 


وللقضاء على هذه الصعوبة إقترح ( 1973 , Dennis & More‏ ) صيغة أخرى تقريبية تربط 


معكوس ,4 بمعكوس ۸4 کالتالی : 





(۱-اپر _ s; =x®‏ 
fe)‏ زمار n‏ 
والقاری المهتم ببعض التفصيلات الخاصة بهذا ا موضوع أحيله إلى الباب العاشر في کتاب Burden)‏ 


. (RL, 1993 


مثال :حل الثال السابق ) والذي سبق حله بطريقة نیوتن ) وذلك بطريقة برویدن . 





i =0‏ د ) 2002 سم 320 





0.1 

x? - 81(x +0.1) + sin x +1.06=0 , x® =| م٠‎ > 

e^" + 20x; + oL =0 -0.1 

3 X3 sin(x,x) X4 sin(x,x) 
A4 = J)» (= 2x, -162(x, +0.1) ۰ cosx, , ے اجه‎ 7 (4) 
- ور‎ ٥۶ - مور‎ 2 20 NT 
ومنها‎ 
0.4998693 


xO ے‎ × ap! p( 9) 1.46693107? 
- 09 


312 تطبیقات 


وبالتالي 
fen) ro)‏ » 


00 - 230 رو 
ST Ag yi = 0.3424604‏ 


سس + اوه - A‏ 


0.3424604 [s - nk] 


0.4999863 
x 2 «0 - اھر‎ ps 8.737888 107? 
— 0.5231746 


وابدول التالي یو ضح التقارب العددي لهذا الثال . 


01 










x? 
E lL NE a. 


1 
0.4998693 0.01946693 -0.5215209 


0.4999863 0.008737888 -0.5231746 ˆ 


0.5000066 0.0008672215 -0.5236918 
0.5000005 0.00006087473 -0.5235954 
0.5000002 -0.000001445223 -0.5235989 


اضح مر هذا JEL‏ أننا سهلنا ا حسابات ولك حساب التقارب السری . 
وواضح من ولکن على رب السریع للحل 


x? 
'0.1 





الحمد all‏ رب العالمین 
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APPENDIX A 





Jacobi Algorithm 


10 REM Jacobi algorithm 

15 INPUT "The dimension";N 

17 DIM A(N,N),X(N),XO(N) 

20 PRINT "The coefficient matrix" 

30 FOR 121 TO N 

35 PRINT "The coefficient matrix,row by row" 
40 FOR J-1 TO N 


50 INPUT A(I,J) 
60 NEXT J 
70 NEXT I 


80 PRINT "The constant vector,b" 

90 FOR 1-1 TO N :INPUT B(I) :NEXT I 

95 PRINT "The initial guess" 

97 FOR 1-1 TO N :INPUT XO(I) :NEXT I 
100 INPUT "The tolerance";TOL 

110 INPUT "The no. of iterations";M 

120 FOR K=1 TO M 

130 FOR 121 TO N 


140 Uz0 :FOR 3-1 TO 1-1 :UsU«A(I,J)*XO(J) :NEXT J 

150 Vz0 :FOR JzI«1 TO N :VsV*A(I,J)*XO(J) :NEXT J 

160 X(I)s(B(I)-U-V)/A(I,I) 

170 NEXT I . 

180 FOR 121 TO N :IF ABS(X(I)-XO(I)) »TOL THEN 300 ELSE NEXT I 


190 PRINT "The solution" 
200 FOR 121 TO N :PRINT X(I), :NEXT I 


210 STOP 
300 FOR 121 TO N :XO(I)-X(I) :NEXT I 
310 NEXT K 


320 PRINT "The no. ofiterations are exceeded" 
330 FOR 11 TO N :PRINT X(I), : NEXT I 
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SOR Algorithm 


10 REM SOR ALGORITHM 

20 INPUT "The number of equations";N 

30 DIM A(N,N),B(N),XO(N) 

35 PRINT "The coefficient matrix,row by row" 
40 FOR I-1 TO N 

50 FOR 3-1 TON 

60 INPUT A(I,J) 

70 NEXT J 

80 NEXT I 

90 PRINT "The constant vector b" 

100 FOR I-1 TO N:INPUT B(I):NEXT I 

110 PRINT "The initial vector x0" 

120 FOR I-1 TO N:INPUT XO(I) :NEXT I 

130 INPUT "The relaxation parameter ۷۷ 

140 INPUT "The tolerance tol";TOL 

150 INPUT "The maximum number of iterazions";M 
160 FOR 121 TO M ۱ 

170 FOR I-1 TO N 


180 Uz0: FOR 3-1 TO 1-1 :UzU-*A(I,Z)*X(J) :NEXT J 
: 190 Vz0: FOR J=I+1 TO N :VzsV-A(I,J)*XO(J) :NEXT J 
200 X(I)z(1-W)*XO(I)4W*(-U-V*B(I))/A(I,I) 


210 NEXT I 

220 FOR Iz1 TO N 

230 IF ABS(X(I)-XO(I)) »TOL THEN 400 ELSE NEX7 I 
300 PRINT " The solution" 

310 FOR 121 TO N :PRINT X(I), :NEXT 1 

320 STOP 

400 FOR I-1 TO N :XO(I)zX(I):NEXT I 

410 NEXT K 

420 PRINT "Maximum number of iteratiors exceeded" 
-430 FOR 1-1 TO N :PRINT X(I), :NEXT I 
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الصفوفات 
Power Method Algorithm,‏ 


10 REM Power Method Algorithm 

20 INPUT "The dimension";N 

30 DIM A(N,N),X(N), Y(N),R(N) 

40 PRINT "The matrix,row by row" 

50 FOR I= 1 TON 

60 FOR J-1 TO N 

70 INPUT A(I,J) 

80 NEXT J 

90 NEXT I 

100 PRINT "The vector x,with infinite-norm unity" 
110 FOR I-1 TO N: INPUT X(I) :NEXT I 

120 INPUT "tolerance";TOL . 

130 INPUT "the max. no. of iterations";M 

135 FOR 11 TO N 

136 IF X(I) <> 1 THEN 138 ELSE P-I :GOTO 140 
138 NEXT I 

140 FOR Kz1 TO M 

150 FOR. I-1 TO N 


155 (0 

160 FOR J-1 TO N 

( ل) 6 *( ل ر 1 )۸+(1) 1(<2۷) ۷ 170 
NEXT J‏ . 180 

190 NEXT I 

200 MU=Y(P) 

205 MAX=Y(1) :P=1 

210 FOR I=2 TO N 

220 IF MAX >= Y(I) THEN 250 
230 MAX-Y(I) :P=I 

250 NEXT I 


260 IF MAX=0 THEN 270 ELSE 295 

270 PRINT "A has 0 as an eigenvalue " 
275 PRINT "eigenvector:" 

280 FOR 121 TO N :PRINT X(I), :NEXT I 
290 STOP 

295 FOR 121 TO N I) 
300 FOR I-1 TO N n ) 
310 ۱۵۸2۶28 ) 1 ( 


zX(I)-Y(I Mir: :NEXT I 
-Y(I)/Y(P) :NEXT I 


320 FOR I-2 TO N 

330 IF MAX »-R(I) THEN 360 
340 MAXzZR(I) 

360 NEXT I 


370 E-ABS(MAX) 

380 IF E «- TOL THEN 400 ELSE 390 

390 NEXT K 

392 PRINT "Max. no. of iterations exceeded" 
394 STOP 

400 PRINT "dominant eigenvalue";MU 

410 PRINT "corresponding eigenvector"; 

420 FOR I-1 TO N :PRINT X(I), :NEXT I 

430 STOP 
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Householder Algorithm 


5 REM Householder Algorithm 
7 REM . A(N,N),SYMMETRIC TO TRIDIAGONAL MATRIX 


INPUT "The dimension:";N 
DIM A(N,N),V(N) ,U(N),Z(N) 
PRINT "The matrix A: row by row" 
FOR I-1 TO N 
FOR J-1 TO N 
INPUT A(I,J) 
NEXT J 
NEXT I 
FOR Kz1 TO N-2 


Qz0 
FOR J=K+1 TO N .:Q-Q«A(J,K)*A(J,K) :NEXT J 
IF A(K-«1,K)-0 THEN ALPHA--SQR(Q) ELSE AL?HAs-SQR(Q)*A!K*1,K)/ABS(A(K*1, 
RSQ-ALPHA*ALPHA-ALPHA*A(K*1,K) 
V(K)z0 
V(K*1)-A(K*1,K)-ALPHA 
FOR J=K+2 TO N :V(J)sA(J:K) :NEXT J 
FOR JzK TO N :U(J)=0 :FOR I=K+1 TO N :U'J)-U(J)«*A(J,2)*V(I) :NEXT I 
U(J)sU(J)/RSQ : NEXT J 
PRODz0:FOR I=K+1 TO N: PRODzPROD«V(I)*U'/1): NEXT I 
FOR J-K TO N :2(J)sU(J)-PROD*V(J)/2/RSQ : NEXT J 
FOR L=K+1 TO N-1 
FOR J-L«1 TO N 
A(J,L)sA(J,L)-V(L)*Z(J)-V(J)*Z(L) 
A(L,J)-zA(J,L) 
NEXT J 
A(L,L)-A(L,L)-2*V(L)*Z(L) 
NEXT L 
A(N,N)-A(N,N)-2*V(N)*Z(N) 
FOR JzK«2 TO N 
A(K,J)20 
۸) (0 
NEXT J 
A(K*1,K)sA(K*1,K)-V(K*1)*Z(K) 
A(K,K*1)-zA(K-*1,K) 
NEXT K 
FOR 1-1 TO N 
FOR 321 TO N 
PRINT A(I,J); 
NEXT J 
PRINT 
NEXT I 


10 
20 
21 
22 
24 
25 
27 
29 
30 
35 
40 
50 


100 
102 
105 
110 
120 
130 
140 
150 
155 
160 
170 
180 
190 
200 
210 
220 
230 
240 
250 
260 
270 
280 
290 
295 
300 
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QR-Algorithm 


10 REM QgR-Algorithm 5 ۱ 
20 REM The eigenvalues of the Tridiagonal matrix 


30 REM 

40 INPUT "The dimension:";N f 

50 DIM A(N),B(N),R(N),Q(N),S(N), X(N), ,D(N),Y(N),Z(N),C(N) 
60 PRINT "The diagonal elements;A(n)" 

70 FOR ۷۶1 TO N ۱ 

80 INPUT A(M) 

90 NEXT M 

100 PRINT "The over diagonal elements;b(n)" 

110 FOR 122 TON " 

120 INPUT B(I) 

130 NEXT I 

140 INPUT "tolerance:";TOL 

150 INPUT "max. no. of iterations:";M 

170 0 

180 FOR Kz1 TO M 

190 IF ABS(B(N)) «sTOL THEN LAMDAzA(N)«SHIFT :PRINT "eigenvalue:";LAMDA :NzxN-1 
195 IF ۱23 THEN 300 


200 FOR J=3 TO N-1 

210 IF ABS(B(J)) <= TOL THEN NEXT J ELSE GOTO 300 
230 PRINT "split into:" 

235 FOR 121 TO J-1 :PRINT A(I), :NEXT I 

240 FOR 122 TO J-1 :PRINT B(I), :NEXT I 

245 PRINT "and :" 

250 FOR I:J TO N :PRINT A(I), :NEXT I 

260 FOR I=J+1 TO N :PRINT B(I), :NEXT I 

270 PRINT "shift:";SHIFT 

280 STOP 1 


300 IF ABS(B(2)) «TOL THEN LAMDA-A(1)4SHIFT :PRINT "eigenvalue:";LAMDA  :NzN- 
1 :A(1)2A(2):FOR 122 TO N:A(I)sA(I*1):B(I)sSB(I*1):NEXT I 

310 REM compute shift 

320 s-(A(N-1)*A(N)) 

330 CsA(N)*A(N-1)-B(N)*B(N) 

340  DsSQR(B*B-4*C) 


350 IF B»0 THEN MUi--2*C/(B«D) :MU2--(B«D)/2 ELSE MU1-(D-8]/2:MU2-2*C/(D-B 
) 

360 IF N-2 THEN LAMDA1=MU1+SHIFT : LAMDA2=MU2+SHIFT: PRINT LAMDA1 , LAMDAZ : STOP 

370 IF ABS(MU1-A(N) )<=ABS(MU2-A(N) ( THEN W=ABS(MUL-A(N)) ELSE W-ABS(MU2-A(N)) 

380 SsA(N)-W 

390 SHIFT-SHIFT«S 

400 FOR 121 TO N :D(I)-A(I)-S:NEXT I 

410 X(1)2D(1) 

420 YC1)sB(2) . 

430 FOR 122 TO W:2(1-1)-SQR(X(I-1)^24B(I)^2):C(I)eX( I-1)/2(2-1) : S( I) 8B( 1) /Z 


(I-1):Q(I-1)C(I)*Y(I-1)*S(I)*D(I):X(I)s-S(I)*Y(I1-1)«4C(I)* 
D(I):GOTO 440 

440 IF I«»N THEN R(I-1)sS(I)*B(I*1):Y(I)sC(I)*B(I«1) ELSE 450 

450 NEXT. I 

460 Z(N)sX(N) 

470 ۸)1(۶5 )2(*۵)1(+6)2(*2)1( 

480 8(2)28(2)*2(2) 

490 FOR 122 TO N-1:A(I)sS(I*1)*Q(I)*C(I)*C(I*1)*Z(I):B(I*1)sS(ie1]*Z(I*1):NEXT 
I 


500 A(N)zC(N)*Z(N) 

600 NEXT K ۰ 

an PRINT "Max. number of iterations exceeded;Procedure completed unsuccessful 
y 

620 END 
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